Α΄,Β΄ και Γ΄ Λυκείου 


ΓΙΑΝΑΑΡΙΣΤΕΥΣΕΙΣ 


ΜΑΟΘΗΝΜΝΙΑΤΙΙΚΑ 


ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 


ΓΙΑΝΑ ΑΡΙΣΤΕΥΣΕΙΣ 


Απαραίτητο και μοναδικό γιαΑ΄, Β΄ και Γ΄ Λυκείου -ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ 


Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


Υπ ἄκ)Ξ εφχ 


Σ. Βουδούρης 


|, Φέτσῆς 
Δοκιμάστηκε Μ. Χριστοφής 
Σε2.ΡΟΟΙΙ! 
ΜΜ α θ η τη έ ς π ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΟΣ ΟΡΓΑΝΙΣΜΟΣ 
ΝΙ ε ά 9) ιστα ὰ ΟΡΟΣΗΜΟ 


Αποτελέσματα 33 ΧΡΟΝΙΑ ΠΡΩΤΟΙ ΣΤΗΝ ΕΠΙΤΥΧΙΑ 


--- ΤΟ σύνοΏῆο Β των πραγματικών αριθμών 


Α.1 Το σύνολο Κ των πραγματικών αριθμών 


9 Το σύνολο Ν των φυσικών αριθμών είναιτο Ν -- {011,2, ον. ο 


Εσραι 9 Το σύνολο Ζ, των ακεραίων αριθμών είναιτο Ζ-{..., --ᾱ, --2, --ἴ, 0, 1, 2, 3..... 


σύνολα Αν πάνω δεξιά του συμβόλου του συνόλου υπάρχει ” σηµαίνει ότι από το σύνολο των 
αριθμών αριθμών εξαιρείται το 0. και γράφουμε π.χ ΝΑ -- {, ... ; 
ν 9 Το σύνολο 0 των ρητών ή σύμμετρων αριθμών έχει στοιχεία όλους τους αριθμούς που 
Σχέσεις και 


α 
πράξεις στο μπορούν να γραφούν µε την µορφή β᾽ όπου αςζ καβεζἎἈ 


σύνολο Β Χαρακτηριστικό των Ῥητών είναι ότι αν γραφούν σε δεκαδική µορφή είναι "πεπερα- 
σµένοι” δεκαδικοί ή απειροψήφΙοι αλλά περιοδικοί δεκαδικοί αριθμοί. 
4 1 1 : ο 
πι. --52, --Ξ0,25, --Ξ0,2393.. ή ϐ0,.3 κ.λπ. 
2 4 3 
9 Το σύνολο Άρρπτων ή ασύμμετρων αριθμών, δηλαδή των αριθμών που δεν είναι ρητοί. 


Χαρακτηριστικό των Άρρητων είναι ότι αν γραφούν σε δεκαδική µορφή είναι απειροψήφιοι όχι περιοδικοί 
αριθµο(. Π.Χ. 2 - 1.41. ο. 5173. πς2.14 κ..π. 

9 Το σύνολο Κ πραγματικών αριθμών έχει στοιχεία τοὺς ρητούς και τους 
άρρητους αριθμούς. Οι πραγματικοί αριθμοί παριστάνοντα! µε τα σηµεία 


ενός άξονα, του άξονα των πραγματικών αριθμών. 


μα 


9 Για δύο αριθμούς α, β ορίζεται Π σχέση ':-" της ισότητας ως εξής. αξβ«»α-βΞ0 


[ια την ισότητα ισχύουν οἱ Ιδιότητες: 
ἱ αξα Αυτοπαθής ή ανακλαστική Ιδιότητα 


αξβ«ῶβ-α Συμµετρική Ιδιότητα 
αξβ καιβ«ς}Υγ τότε αΞγ Μεταβατική Ιδιότητα 
9 Για δύο αριθμούς α, β ορίζεται η σχέση "-«« διάταξης ή ανισότητας ως εξής: 
α-β«α-βς«θ Αντίστοιχα αὔβ«»α-β20) 
Για την διάταξη ισχύουν οἱ Ιδιότητες: ωα-α Αυτοπαθής ή Ανακλαστική Ιδιότητα 
ἥ  α«β καιβ-α τότε αΞξβ µΑντισυµμµετρική Ιδιότητα 
Π, α«βκαβ«γ τότε αγ Μεταβατική ιδιότητα 
Ανάλογα ορίζεται ῃ σχέση: α«β«λα-β -«θ.,, για την οποία Ισχύει µόνο Π μεταβατική Ιδιότητα. 
9 21ο σύνολο των πραγματικών αριθμών ορίζοντα! οἱ πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού. 
Η αφαίρεση και η διαίρεση ορίζοντα! µε τη βοήθεια της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού, ως εξής: 


α 


α-β-α-(-β) ο τὰ β-0 


- 
β᾽ 


ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΚΕ 
ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
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Ἡ πρώτη Ιδιότητα του πίνακα λέ- 
Πιτρέπει να αντιµεταθέτουµε τους 

αβ-β'α όρους, δηλαδή να αλλάζουμε τη 
Η δεύτερη Ιδιότητα του πίνακα λέ- 

α.(Ρ1Υ)Ξ(α9β)4Υ α͵(Ρ.Ύ)τ(α:β):Υ γεται προσεταιριστική αφού επι- 


δηλαδή να Παίρνει κοντά του,είτε 


Μέρος Α - Κεφάῆαιο 1 ---- 


α (β4:γ)Ξα βηα.γ | 

το α είτε το Υ χωρίς να αλλάζει το 

α-θζαξθ-α α--α-[-α Στην πράξη, λόγω της προσεταιρι- 

Το 0 είναι το ουδέτερο Το 1 είναι το ουδέτερο στο!- στικής Ιδιότητας, μπορούμε να κα- 
στοιχείο της πρόσθεσης | χείο του πολλαπλασιασμου ταργούµε τς παρενθέσεις, 


Συµµετρικό στοιχείο αΗβΗγ) -{αΗβ)-:Υ--α4βΗΥ. κα 


α-(-α)-θ0-(-α)-.0 ῃ . α.(β:Υ)Ξ(α-β):ΥΞ αβγ 
Η προσεταιριστική ιδιότητα γενι- 
κεύει την πράξη για περισσότερους 


1 
0 -α λέγεται αντίθεος ΟΌ -- λέγεται αντίστροφος 
α από δύο αριθμούς. 


του ᾳ ας Αν ειδικά οι αριθμοί αυτοί είναι ίσοι 
Κανόνας των προσήµων μεταξύ τους, τότε ορίζεται το πολ- 
ἱ (-ἢα--α ἥ, («α)β -- --αβ Π, (-α)(-β)Ξ αβ λαπλάσιο ενός αριθμού α ως εξής: 


ναξα-α-.. ία, νεΝ 
κ ------- 


ἵν. --(-α)-α γ. -(α--β)-- --α--β : 
γ- φορές 


Ιδιότητα διαγραφής 


και αντίστοιχα Π δύναµῃΠ 
ἱαξβςαγξβ-εΕγ ἥ  αξβς«» αγΞβγ.Υ-Ξ0 
α” -α-α....α. νεΝ3 
Η Ἱ. εκφράζει ότι: ν--φορές 
μπόρουμε και στα δύο µέλη µιας ισότητας να προσθέσουµε ή να Αν ν--ἰ τότε ορίζτα: 1-α--α 
διαγράψουµε τον ἰδιο αριθµό. 
Η ιδιότητα Π. εκφράζει ότι: κα αἱ -α. 
μπορούμε Καὶ στα δύο µέλη µιας Ισότητας να πολλαπλασιάσουμε ή να 
διαγράψουµε τον ἰδιο αριθµό. 
1. α«β«αςγςβ-ΕγΥ 


2. α«β«»αγς«βγ, Υγ20 


8. α«β«»αγ2βγ,. Υ«0 


Η ιδιότητα 1 εκφράζει ότι: 
μπορούμε Και στα δύο µέλη µιας ανισότητας να προσθέσουµε ή να διαγράψουµε (αφαιρέσουμε) τον {διο 
αριθµό. ΟΙ Ιδιότητες 2 και 3 εκφράζουν ότι: 


μπορούμε Και στα δύο µέλη µιας ανισότητας να πολλαπλασιάσουμε ή να διαγράψουµε (διαιρέσουµε με) 
τον {διο αριθµό διατηρώντας τη φορά αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουµε µε θετικό Καὶ να αλλάξουμε τη 
φορά αν πολλαπλασιάσουμε ή διαγράψουµε (διαιρέσουµε) µε αρνητικό αριθµό. 


--- ΤΟ σύνοΏῆο Β των πραγματικών αριθμών -------------ι------------ς ]] -- 


4. Ἱ. αΞξβ και ΥγΞδ τότε α-ΥΞβ-δ και ἤ, αΞβ και ΥΞδ τότε αγΞβδ 


Οι Ιδιότητες { και Ιἱ εκφράζουν ότι: 


μπορούμε να προσθέτουμε ή να πολλαπλασιάζουμε Ισότητες κατά µέλη. 


Π, α«β καιγ-δ τότε α-Υ«β-δ και ἵν. α«β και γ-«δ τότε αγ:«ῇβδ αν α.β,γ.δ»50 


Οι Ιδιότητες ΠΠ και ν εκφράζουν ότι: 

μπορούμε να προσθέτουμε κατά µέλη ανισότητες ή να πολλαπλασιάζουμε κατά µέλη ανισότητες αν 
έχουν θετικούς όρους. 

ΠΡΟΣΟΧΗ ! ΔΕΝ ισχύουν αντίστροφα. 

ΠΡΟΣΟΧΗ! ΔΕΝ επιτρέπεται να αφαιρούμε ή να διαιρούµε ανισότητες κατά µέλη. 


ν  α.0-0 Αναλογίες 


Π,αβιθνα-θήβ-ὐ » Αναλογία καλείται Π Ισότητα δύο λόγων 


Π, αβ-θς«»α-θκαιβ-θ και έχει τη µορφή: 
6 ἱαμβ.αἲ8β αγ αδξβγργδ.0 ας µε β.δ «0. 
πα β ὃ βὸδ β 
Οι αριθμοί α, ὃ λέγονται άκρο! όροι και οἱ 
Ἱ αγ. αγ α.γ. αδ αδ βγδ-ο τς 
: ᾿ στο Έτ τϱ2γ) αριθμοί β, Υ µέσοι όροι της αναλογίας. 
β ὃ βδ βὸδ βγ β ον . 
Αν η αναλογία έχει τη µορφή: 
7. ἵἱΑνα»θ καιβ»Σθ τότε α.βΣ0 α. β 


β γ 
τότε ο β λέγεται µέση ανάλογος ή γεωµε- 
τρικός µέσος των α, γ. 


δ. |. Αν α, Ρ οµόσημοι «» αβ 50. και ο ῇ 
β Ιδιότητες αναλογιών 


Ἡ, Αν α, β ετερόσηµοι «» αβ «0 και ο. 0 


ἤ,Αν α-«θ καιβ«θ τότεα-β«0 


γ 
Ξ- «»αδΞ 
5 ΒΥ 
9, ἰ. Αν α, β οµόσημοι, τότε: α «β «5» ο. ο 
α 
. 2 : Ι 1 
ἤ, Αν α, β ετερόσηµοι, τότε α«β.-- « β 
α 
10. ΓΠακάθε αςΚ Ισχύει; α- 20 
δ 
11. Αν αβ»0 καινεΝ”Ἀ ισχύει: | Τδ 
ἱα-β«αα"”Ξβ" τα, ασαστα, 


β, βιβ;-...Ἔβν 


ἤ α«βςα” «β" 


ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΚΕ 
ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
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Μέρος Α - Κεφάῆαιο 1 ---- 


Λυμένα παραδείγματα 


Αν ο αριθµός ρ εἶναι ρπτός αριθµός και 0 
α εἶναι άρρητος, να αποδείξετε ότι οἱ αριθμοί 


ρ--α, ρα Και ος ρ-0. εἶναι άρρητοι αριθμοί. 
ρ 


Λύση 

Αν ο αριθµός ρ--α είναι ρητός αριθµός,έστω ο ρ’, 
τότε ρ--αΞξρ΄ «»αΞρ΄-ράτοπο, αφού ρ΄-ρ 
είναι ρητός αριθµός και ο α άρρητος. Οµοίως, αν 


ραξΞρ΄ ρητός αριθµός, τότε α- Ρ. άτοπο αφού 


ο αριθµός - είναι ρητός καὶ ο α άρρπτος. Τέλος 

αν αρ! ρητός αριθµός, τότε αΞξρ':ρ΄ άτοπο, 
ρ 

αφού ρρ΄ Ξρητός. 


Αν εἶναι θ«αςβ« 1 να αποδείξετε ότι: 
ο τ. 
α β 


Λύση 


ας βεεα βΣ ο 
α β 


ι 1 
β α 


«να ΑΣΕ «αβία β)σα-β 


αβ 
«»αβία-β)-(α-β)Σθ«(α-β)ίαβ-!)20 


Όμως από υπόθεση α-β«α-β-«0 και 
α-«1,β«] οπότε αβ«]1«2αβ-[«60. 


Άρα (α--β)(αβ--1)20. 


Αν κ, λ είναι ακέραιο! θετικοί αριθμοί, 
τότε ισχύει: 


α. χΣ1 και κ»Σλ τότε χ. 5 κ) 


β.0«κχ«1Ι καικ»Σλ τότε χί «χχ 


Λύση 
α. Επειδή κ3λ, είναι κΞλ-ν͵, µεν φυσικό. 
Τότε: 
χλην ο χλ «οχλ.χὶ  χλ50«σχλ(κ"-1)50 
που ισχύει αφού 
χ»0«Φχλ250 


καὶ χσ]Ι9χ Σδ1«χ'-Ι1320 


β. Αποδεικνύεται όπως η (α). 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΑΙ. α) Αν α,β θετικοί ακέραϊοι αριθμοί µε α 
άρτιο και β περιττό να δειχθεί ότι: 
Ὦ α--β περιτός, Ιἴ} α.β άρτιος 
β) Αν α.β,Υ διαδοχικοί θετικοί ακέραιο!, 


να δειχθεί ότι το άθροισµά τους εἰ- 
ναι πολλαπλάσιο του 3. 


Α2. Αν ὅ -3 δείξτε ότι δε, 
Υ 2χΧ-ὺγ ὃδ 
2 ο) 
ΛΑ Αν ᾱ. ϐ-Ἡ δείξτε Ὁς μασ 
β Υγ ὃ α ἡ 


ΑΔ. Αν αγ και 0«β«δ να δειχθεί ότι: 


ο 
β δ 
ΑΡ. α) Αν χ22 τότε χ 22χΧ-χ2 
β) Αν χ«Ι«Υ τότε ΧΥ ΕΙ «χΧ-ΕΥ 
Αθ. Έστω οι πραγματικοί αριθμοί αβ,Υ µε 


α»β20 καιγ20. 


. ο. αξ 
Να δείξετε ότι: ----ς«-- 
-- 


13 --- 


--- δυνάμεις µε εκθέτη ακέραιο αριθµό 


Α.2 Δυνάμεις µε εκθέτη ακέραιο αριθµό 


Έστω α πραγματικός αριθµός και ν θετικός ακέραιος µε ν22. Τότε ορί- 
ζουμε: 


α--α-α...α ν22 
πο 


γ--παράγοντες 


καιγια ν-] : αἱ -α 


; : . - 1 
Αν επιπλέον α-θ, τότε ορίζουµε α Ξ1Ι και α.Ξ---- 
α 


Προσοχή: Αν αΞβ τότε πάντα Ισχύει ότι και α” Ξβ”. Το αντίστροφο όµως 
δεν ισχύει αν α,β δεν είναι θετικοί αριθµο[. 


Π.χ. (3) -3- ενώ -ᾱ «3. 


Με τους αναγκαίους περιορισμούς ισχύουν οἱ επόμενες Ιδιότητες: 


Ιδιότητες 


δυνάµεων 
όπου ν,µ ακέραιο! αριθμοί 
Παρατηρήσεις: 


ΟΙ Ιδιότητες αυτές δείχνουν πως κάνουµε πολλαπλλασιασμούς και διαιρέσεις µε 
δυνάµεις και πώς υψώνουμε δύναµῃ σε δύναμη. 


Από τον ορισμό της δύναµπς α΄ προκύπτουν άµεσα τα εξής: 
9 ΟΙ αρνητικές δυνάµεις του 0 και π δύναµπ 0ὐ δεν έχουν νόημα 


ο Οι θετικές δυνάµεις του 0 είναι ίσες µε το 0. π.χ. 0:55 -0 
9 ΟΙ άρτιες δυνάµεις του α -0 είναι θετικοί αριθµο(. 


π.χ. (2) ἔ (3), 73 είναι θετικοί αριθµοί,αφού οἱ εκθέτες είναι άρτιοι. 


ΔΥΝΑΜΕΙΣ ΜΕ ΕΚΘΕΤΗ 
ΑΚΕΡΑΙΟ ΑΡΙΘΜΟ 
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Μέρος Α - Κεφάβαιο 2 ---- 


Λυμένα παραδείγματα 


Να εφαρµόσετε τις Ιδιότητες των δυ- 
νάµεων στις παρακάτω περιπτώσεις (τα απο- 
τελέσµατα να δοθούν µε θετικό εκθέτη). 


(α-«β”«γ) ο κ ολ. 
παρ ττοντι Πλ σα 
) α.«β).Υ ) κ’  δκ 
Λύση 
τ- -ο 
ἢ (α Ἄ Ὑ) -α β Υ µ 
α͵βγ .Ἓ α”βΥ’ . 
ἡ 2 ΧΑ) οκὴ ι λ) οκὴ ολ 
κ Ακ Κα ΚΑ 3 


Α7. Να υπολογιστούν οι ακέραιοι αριθμοί: Χ,Υ 


µεκχ»3.Υ52 αν ισχύει: 231.571-20. 


Α8. Αν νεΝ (Φυσικός) να δειχθεί ότι; 
(-Ώ)’ κ(--). κ{--1)ὸ Φ(--) - 0 
Α9. Να γραφεί σε δεκαδική µορφή π τιµή 
της παράστασης: 
25.[5:..2 4]. 04)” 
ο 
(-8) 0) 


Α10Ο. Αν Χ,γ ακέραιο! αριθµοί, να βρεθούν οἱ 
τιµές της παράστασης 


κ-τ)) ο)... 


Α11. Να υπολογίσετε τον ακέραιο Χ ώστε να 
Ισχύει: 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


(αργ )' 


να βρείτε την παράσταση κτλ; 


Λύση 


κνσ[(ωρ) Γκ(ωρη) παρ” 


-- κ. | . ο Ι . αν 
Άγ” γ5 γό 


-36ω24,. -ἰ2.-26 
: .-- . 
Άρα κὶ.λ- - έν αν 
α 


μ. . αμ 


ἡ [ιο [κι ὴ Οὐσςι 


ή [ο Γκι ἵ) (οὐ σι 


ΑΙ2. Αν αεζ᾽ Και χ.γιωεζ τότε να απο- 
δειχθεί ότι: 


ΧΥ γω ος 
αἲ αὖ α- .1 
αν α- αὖἲ 


Α13. Αν α-θ, Χ.γ ακέραιοι ώστε αἲ -αχ 
και ΧΞ-γ να αποδειχθεί ότι: 


Α1Ι4. Αν αἱ -α-Ι-0, α-θ τότε να αποδειχ- 
θεί ότι: 
ἢ αἱ -1 


2007 


« α 7 -2 


Π) α 


-- ΤηΙ)τότητες 


Λ.3 


ΘΕΩΡΙΑ 


Ορισµός 


15 --- 


Ταυτότητες 


Ταυτότητα είναι µία ισότητα που περιέχε!Ι κάποιες μεταβλητές και ισχύει για 
οποιεσδήποτε τιµές των μεταβλητών αυτών. (Σε αντίθεση µε την εξίσωση 
που ισχύει για ορισμένες µόνο τιµές). 


Στον παρακάτω πίνακα αναφέρονται! οι αξιοσημείωτες ταυτότητες. 


(α--β)΄ -- αὖ «-2αβ-.β᾽ 

(α--β)΄ - αἱ -2αββ' 

(α--β)(α--β) «α΄ -β᾽ 
(κ-α)(κ-:β)Ξ κ΄ «(α-β)κ--αβ 

(α-.β)᾽ -- αἱ --3αβ-2αβ” «β΄ 

(α--β) --αἱ --3αβ-3αβ’ --β' 

αἱ «β΄ -(α-«β)(α΄ --αβ-εβ”) 

αἱ «β'Ξ(α--β)(α) «αββ)) 

καὶ γενικά: 

α’ -β' -(α-β)(α”"«-α” β....«αβ” «β'') 


Χρήσιμες είνα! σε ορισμένες περιπτώσεις Και Οἱ παρακάτω ταυτότητες: 
ο Ταυτότητα του Εμ]Ι6ί 


αἱ) «β' Η΄ -3αβυ- σ(α.β«1)[(α-β) «(Ρ-γ) «{1-α)] 


Ειδικά: Αν α--β-ΥΞ0 ή α-β-}γ«α) «β) ΕΥ - 3αβγ 


ο [αυτότητα του | ΑΡΓΔηΠΡΘ 


(αὐ -«β))(ν --δ))--(αγ--βδ)΄ --(αδ--ΡΥ)’ 
όλες οἱ ταυτότητες αποδεικνύοντα! εύκολα µε εκτέλεσπ των πράξεων που 
σημειώνονται. 


ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 


Μέρος Α - Κεφάῆαιο 3 ---- 


Λυμένα παραδείγματα 


Αν αβγ-0θ και α-β-ΥΞαβΥγ τότε 


υΗΡ α οσα 
η α β 


3Ξ-αβ--βΥ-Γγα 


Λύση 
αἲβ  ΡΊΥ/γήα... 
γ α β 
-αΡΥ-Ύ/αβγ-α "αβγ-β.. 
Ἱ α β 
Ξαβ--Ι-:βΥ--14-αγ--ἱ--2- αβ --βΥ -- αγ 


) Να δείξετε ότι: 


(α- ερ ή εα-ο)- 
-δ(α-β)(β-η)ίΥ-α) 
Π) Να λυθεί η εξίσωση: 


(κ--2))-ε(3χ--4)) -(6--4χ) -0 


Λύση 


ἢ Επειδή (α--β)-:(β--Υ)-(1--α)-0. σύμφωνα 
µε την ταυτότητα του Ειμ[Ι6ί ισχύει ότι: 
(α--β)΄ (6 -Ύ) αγ -α)- 
Ξδία-β)(β-γ)ί1-α) 


Π) Οµοίως επειδή 
(κ--2)-(9κ--4)-(6--4κ)--0 ισχύει ότι: 


(κ--2) «(ὐκ--4) -(6--Ακ) - 
Ξ3(κ--2)(2κ--4)(6--4χ) 
Άρα η αρχική εξίσωση είνα! ισοδύναμη µε την: 
(κ --2](3κ--4)(6--4κ)-0 5 
χ-2-0θή 2χ-4Ξ-0θή 6-4Αχκ-0 


Αν (α-«β«Υ)’ Ξα2 --β2 ΥΣ καὶ 
ο σι 
αβγ -0 τότε ----------Ξ0 
α β }Ύ 
Λύση 
Από τη γνωστή ταυτότητα 
(α-«β ΕΥ)’ Ξα΄ «β΄ «Υ΄ 2(αβ-:βΥ-αγ), 
λόγω της υπόθεσης, προκύπτει ότι: 
αβ --ΡΥ-ΓαγΞ0 
Οπότε διαιρώντας µε αβγ-ε0 έχουµε: 


11. 
α β Ύγ 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α1Ρ. Να κάνετε τις πράξεις: 
ἢ (4κ λα) --(2χ--4α). 
Π) (3α 2) --(3α--2) 
Π) (2 4κ)(2--4χ)--(4κ--Ι); 


ἵν) (-κ-εἰ)(-κ--ἴ)--κὸ Σ2Χ 


Α16. Να αποδειχτούν οἱ ταυτότητες; 
ἢ (κ .ΥΥ -(κ-γ) - 4κγ 
Π) αἲ «(2α5) --(2α 3) --(α--8) 
Π) (α--β)(α -β)΄ --α' ««β' - 2αβ(α--β)(α--β) 
ἵν) (αὖ «β7) ««4αβ(α” -β')-(α --β’ «2αβ) 


-- παραγοντοποίηπση αἡγεβρικών παραστάσεων  ---- πῃ 


Λ.4 


Διάφορες 
μορφές 
παραγοντο- 


ποίησης 


1η περίπτωση: 


Κοινός 
παράγοντας 
(από όλους 


τους όρους) 


2η περίπτωση: 


Ομαδοποίηση 
(Κοινός 
παράγοντας 


κατά οµάδες) 


3Π περίπτωση: 


Χρήση 


ταυτοτήτων 


Παραγοντοποίηση αλγεβρικών παραστάσεων 


Παραγοντοποίηση είναι Π διαδικασία κατά την οποία µετατρέπουµε µια 
αλγεβρική παράσταση σε γινόμενο όσο το δυνατόν απλούστερων παραγό- 
ντων. Αυτό γίνεται συνήθως µε εφαρµογή της επιµεριστικής ιδιότητας, των 
γνωστών ταυτοτήτων ή και µε συνδυασμό αυτών. 

ο - τἵ-ὍἩυ- 


επιµεριστική 


πι 2χ-452ἱκ-2]. Κάναμε παραγοντοποίπση βγάζοντας κοινό παρά- 
γοντα το 2. 


Παράδειγμα 1. Να κάνετε γινόμενα τις παραστάσεις 


α. Χγ --3χγ--2χ-- 6Χγ β. 2ΧΥ- όχγω-- 8ΧΥ᾽ 


Λύση: 
α. Παρατηρούμε ότι εµφανίζεται σε όλους τους όρους το χ. 
Με εφαρµογή της επιµεριστικής ιδιότητας έχουµε: 


ΧΥ΄ --3χΥ -2κ--6ΧΥ; Ξκ(γ᾽ -3γ-2-γ) 


β. Όλοι οι όροι της παράστασης έχουν κοινό παράγοντα το 2ΧΥ. 
Συνεπώς: 


2Χ΄Ύ- όχγω- ΘΧΥ΄ - 2χγ(κ--203-4Υ) 


Παράδειγμα 2. Να παραγοντοποιπθούν οἱ αλγεβρικές παραστάσεις 


α. ΧΥ -3χ-2γ-ό β. 2χ᾽ - χγ-όκ-- 2Υ 


Λύσπ 
α. Η παράσταση χωρίζεται σε οµάδες που έχουν κοινό παράγοντα. 


ΧΥ -2χΧ-2Υ-6 Ξσ(γ--3)--2(Υ--3)Ξ(1--3)(κ2) 
β. 3χ)- χγκόχ-2γ- (οχ᾽ -κ΄γ)«(όκ--2Υ) «Ξ 


τα θε) εαρκ-ν)-(ς «)βι-ν) 


3α. Ανάπτυγµα τετραγώνου |(α-- β)΄ Ξα’ ««2αβ:-β᾽ 


(α--β)΄ -- αἲ --2αββ” 


Παράδειγμα 3α. Να παραγοντοποιήσετε τις αλγεβρικές παραστάσεις 
ἢ 25χΧ)- 20Χγ--4γ᾽ Π) οχ)  .24χγ ς16Υ” 
ΠΠ) 16Χ” -- 40χγ --25Υ 


ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 


ος 18  µὑὡµὑ ----  - - - - - --μµμµμµμὺυὺ-υμ----------ιιαοιο αυτο το. 


25χΧ᾽ --20χγ Γ4Υ΄ - (σκ)΄ -2: σχ-2Υ3(2Υ)΄ Ξ(5κ 2)’ 
Π) οχ) --24χγ «Ι6Υ΄ -(3κ) -2:3κ-4γ(4Υ) -(2κ--4γ). 


1) 16χΧ7 --40χυ --25Υ’ - (Ακ)’ 12:4κ-δΥ (ΣΥ). Ἕ (Ακ 5Υ)΄ 


3β. Διαφορά τετραγώνων |α΄ -β᾽ Ξ(α--β)(α--β) 


Παράδειγμα 3β. Να παραγοντοποιήσετε τις αλγεβρικές παραστάσεις 
) 25χΧ)-4γ᾽ Π) τό) -γ) 


Λύση 
| 25χ”--4γ’ -(σχ)) --(2γ) --(ὔκ--2Υ)(5κ--2Υ) 
) αόκ) ον) (κ) -) τα) ενας) -γ!)- 


Ξ(ακ) εν) οκ) ο. η] ας (κ) ΕΥ )2κ-εγ)(οκ--γ)) 


3Υ. Άθροισμα - Διαφορά κύβων |αὶ «β᾽ Ξ(α-β)(α’ --αββ”) 
α- -β᾽ - (α--β)(α” κ αβ β”) 


Παράδειγμα 3Υ. Να παραγοντοποιήσετε τις αλγεβρικές παραστάσεις 
ἢ πὸ --64 1) 8χ 27 


Λύσπ 
ἡ κ-σα-κὶ-α)-(κ--)(κὸ Ακ κα” -(κ--ᾱ)(κ) --4κ-εΙ6) 


ἤ) θχ) «275 (2) --ᾱἰ --(2κ-:3) (27) --2κ-3.3 |-(2κ--δ)(Αχ’ --δκ-«ο) 


3δ. Τριώνυµο 25) βαθμού |Χ΄ «(αβ)κ--αβς(κ--α)(κ-β) 


θα γνωρίσουμε, αργότερα, ένα τρόπο πιο γενικό όταν θέλουμε να παραγοντοποιήσουµε ένα 
τριώνυµο 25ὐ βαθμού, δπλαδή µία παράσταση της µορφής αχ΄ :βΧ-«Υ, α-θ. 


Ώρος το παρόν περιοριζόµαστε σε τριώνυµα της µορφής: χ΄ «κκ--λ, οπότε µε χρήση της 


ταυτότητας: χ΄ Ε(α--β)κ--αβξ(κ--α)(κ-β), αναζητούμε δύο αριθμούς αἱβ που να έχουν ά- 
θροισµα κ και γινόμενο λ. 


-- παραγοντοποίηπση αἡγεβρικών παραστάσεων ο 19 πα 


Παράδειγμα 3δ. Να παραγοντοποιπθούν τα τριώνυµα 
ἢ αχ - δχ 6 Π) αχ) --4χ--ᾱ Π) κἰ- κ--2 


Λύση 


). Οι ζπτούµενοι αριθμοί είναι οἱ -2,-3 αφού (-2):(-3)---5 και (-2):-3)-6. 
Άρα κ΄ -δχΓόξ(κ--2)(κ--3) 

Π) Οι ζητούμενο! αριθμοί είναι οἱ 1,32 αφού 1:3-3--4 και 1:32-3. 
Άρα: κ΄ «4χε2Ξ(κ-!)(κ-3) 

ΠΠ) Οἱ ζητούμενο! αριθμοί είναι οἱ --2,Ι αφού (-2)41---ἰ και (2).1--2. 
Άρα: κ΄ -κ-2Ξ(κ--2)(κ-1) 


Παράδειγμα 4. Να παραγοντοποιπθούν οἱ παραστάσεις 
4η περίπτωση: ἡ 21-18 Π) -κλ -«2χγ- γ)-9 
Πή)κ- γα) --2ΧγΥ; ἵν) αχ) κος αχ) 
Συνδυασμός 

Λύση 


Μες ἢ 2χ)-18-2(κ-9)-2(κ) --ᾱ')|--2(κ--3)(κ--3) 


παραπάνω 


) -κ) «2Υκ-Υ «9-9- (κ) -2κγΥΞ-θ-(κ-γ)' 3 -(κ-γ) - 


[α-(α-γ)ᾖαεα-γ)/γβνκτγ) 6 καν) 


Π]) κ-γεκ- 2χγ ΕΥ; Ξ(κ-γ)α(κ-γ) (κ--γ)ὶ 1..(κ--γ)[-(κ--σ)( ικ--γ) 


περιπτώσεων 


ἵν) κ΄ --κ; --χὶ χὶ -χὶ (ύ χα --χ- Ἓλλττ κ) [κ' ο) -1)--(κἶ -)] Ξ- 
ον (κ (αν -.)τ κκ -)(κ ει)(α’ -1)- 
- αν (κ--)' (κκ) (κ 1) 


Παράδειγμα 4β (Σπάσιµο ή Προσθαφαίρεση όρου) 
Να γίνουν γινόμενα οἱ παραστάσεις 


ἢ κ) --2χγ--3Υ” Π) κ΄ --δχ 9 
Λύσπ 
ἱ) Σπάµε το --3γ σε Υ΄ -4γ΄ 


Χ΄ -2ΧΥ --3Υ΄ --χ) «-2ΧΥ ΕΥ -4γ) Ξ(κ-Υ); -(2Υ)’ Ξ(κ-Υ--2γ)(κ-Υ--2Υ)Ξ 
Ξ(κ--Δγ)(κ--γ) 


Ι). Προσθαφαιρούµε το χ΄ 


ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 
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τισ” κ3κ)[κ) κ3-κ]-(κ εκ-δ)(κ’ -κ--δ) 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α17. Να παραγοντοποιπθούν οἱ παραστάσεις; 
ἢ Ακ(κ--2γ)-κ--2Υ 
Π). δα΄Άβχ-ςΥγΥ΄ --γκ--δα΄βγ; 
Π) 36χ” --40Υ΄ 
ἵν) 16χ” -γ' 
ν) 25χΧ᾽ -20χ--4 
ν! αἱβ -27 
γΙ) οἱ -ω--2 
γ) γ΄ -«6Υ--40 
κ) κ -χ γ.γ, 


κ) χ) -6χγ -8Υ᾽ 


Α18. Να γίνουν γινόμενα οἱ παραστάσεις: 
ἡ Υ ελκ-χ-ἶ 
Ἱ) δχ” «10χ--{5 
Π) (εκδ) (κ-ρ)ε(--κ))(κ-5) 
ἵν) χὶ ο χ; 
ν) (οκ ε(κ--τ) --ο(2κ-ς!) 


νι (αἱ ) 2(α΄ ) ία )’ 


Α19. Οµοίως: 


οι. 
Λ 


ἡ) (19χ1--δγ) --(ι2κ) κάν}. 
ἴὴ Ύ.-[14:α΄β)Υ’ «καβ᾽ 

Πλ τος ος 

ο --- 


νι) (κ--δ); κ(κ--θ) --δ(κ--θ]' (κκ) 


Α20. Να παραγοντοποιπθούν Οἱ παρακάτω πα- 


ραστάσεις: 

) αία--3γ){βίχ-α)--χ(α--3γ) 
[) αβ” --2α” ««2β --4αβ 

[π) 375χ᾽ --ᾱ 

ἵν) (κ--2γ) --(2κ-γ) 


ν) κ -χκ) «χγεχκ-γ-ί 


νὶ) (κ--γ) κ(Υ--2) ε(σ--κ)' 


Α21. Να γίνουν γινόμενα οἱ παραστάσεις: 


ἲ) (κ-γ) (σ--ω)--(κ--γ)' (2-0) 

77 (2-- ο)’ --, (210). 
[) α΄ β-- αβ” --β΄Υ-βΥ΄ «Υ΄α--γα΄ --2αβγ 
ΠΠ) α΄β-- αβ” --Β΄Υ--βΥ΄ «γα-- γα” 


ὑπ πν. ο «Υ΄ (κ γ)’ 


---- κβάσμα (ρητή παράσταση) ο ο ο ποστ 21 ο 


Λ.5 


Ρητή 


παράσταση 


Κλάσμα (Ρητή Παράσταση) 


Ένα κλάσμα ντ ’ έχει νόηµα πραγματικού αριθμού µόνον όταν ο 


παρονοµαστής είναι διαφορετικός απότο θ. (1-0) 


2χ--] 
π.Χ. το κλάσμα πε ορίζεται µόνον όταν κ-{-θ δηλ. χ--ἰ. 
Χ 


Οἱ τιµές για τις οποίες ορίζεται ένα κλάσμα αποτελούν το πεδίο (σύνολο) 
ορισμού της κλασματικής παράστασπς, 

Όσον αφορά στις πράξεις κλασματικών παραστάσεων ισχύει ότι και στις 
πράξεις των αριθμητικών κλασμάτων. Για να προσθέσουμε ή να αφαιρέσ- 
ουμε Κλασματικές παραστάσεις πρέπει να τις µετατρέψουμε έτσι ώστε να 
έχουν τον {ίδιο παρονομαστή (ομώνυμες). Αυτό γίνεται αναλύοντας τους 
παρονοµαστές σε γινόμενο παραγόντων. Τότε το Ε.ΙΚ.Π. των παρονοµαστών 
είνα! το γινόμενο όλων των παραγόντων (κοινών και µη κοινών), ο καθέ- 
νας µε τον µεγαλύτερο εκθέτη που σημειώνεται. 


3 4 5 3 4 5 


Π.Χ. -- τν ο 
2.2 χ-3 4κλ-4 2(κτ ἀίκ-) ἀ(κτΏ(κ-ἲ) 


[Εδώ Ε.Κ.Π. των παρονοµαστών είναι 12(κ-ε!)(κ--!)) 


κο. 16(κ εἰ) 5 
ποσο ιμσπσπώσσπση 


Ἰδί(κ--Ὁ) ΕΙδ(κε!)--Ιδ αδκ--Ιδ-,Ιόκ-εΙ6--ἰς 
12(κ)ίκ--τ) 12(κείκ-ἶ) 


44χ-Ι Ιπί2κ-1) 
12(κ-)(κ-!) 2(κε(κ-ἰ) 


Προσοχή! Βρίσκουμµε το πεδίο ορισμού µιας κλασματικής παράστασης στην 
αρχική της µορφή, δπλαδή πριν από οποιαδήποτε πιθανή απλοποίηση. 
΄ κο : μι : : 
π.Χ. για το κλάσμα μα πεδίο ορισμού είναι το Ε.--{--Ι,Ι} και όχι αυτό 
νά -- 
που “φαίνεται” να είναι µετά την απλοποίηση 


κο 2(κ--Ί) .- 
χ; -ἶ (κ- (κ -1) χ-εΙ 


δηλ. το ει 


ΚΛΑΣΜΑ 
(ΡΗΤΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ) 
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Λυμένα παραδείγματα 


Για ποιες τιµές του χ ορίζεται η πα- Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις 


ράσταση , Ἶ χ; «6χ-Γ9 η ω -δω-ς16 
-υ-----ι.'' χ) --3χ ω᾿ --Ιό 
ΧΙ χ(κ--2) 
Λύση 

Λύση ἢ κ΄ «χο (κ3). ο ΚΥ3 
Π παράσταση Α έχει νόημα πραγματικού αριθ- κ) κκ χ(κα2) κ 
μού όταν 

χ-εΙ1-0 και χ(χ-2)-05 Ι) ω΄ --δω-ΕΙ6 (ω--4)΄ ο 2-4 
χγ]-0 και χ-θκαιχκ-2-θ0ς ω΄ --Ι6 (ω-4)(ω:4) ὠ4 


Χφ-] και χ-θθ και χς2. 
Άρα η παράστασπ Α ορίζετα! για κάθε 
ΧεΚ--(-ἶ,0,2] ή (µε χρήση διαστημάτων) 


χε(-οο,-1)ὼ(--1.0) (0,2) (2.0). 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α24. Να απλοποιηθεί το κλάσμα 


α(δα-9β) -2β(α-2β) 
ο τω ο 2β(4α-5β)-3α(3β-α) 
ἀχ) -ογ 3γ-2κ 3ΥγΓ2Χ 


Α22. Να γίνουν οἱ πράξεις: 


ἲ) 


4 Α2Ρ. Να κάνετε τις πράξεις: 
Χτ--νΥ 3 3 3 
3 - α ο β . γ 
{α-β)(α-γ) (β-γ)(β-α) (1-α)1-β) 
ο ο 
μ.ο... Α2θ6. Αν αβ-ΥΞ-0, αποδείξτε ότι: 
κ Υγ το τος 
ατ πο αγ 
Α23. Να γίνουν οἱ πράξεις: 
ἳ πα απορώ Α27. Αν α--β-Υ-0, αποδείξτε ότι; 
χ΄ --2χ-2 αχ «32χ αἱ β' γ΄ 


β) «γ΄ -3αβγ γ΄ γα’ -3αβγ αἱ :β) -3αβγ 
χ΄--36 χ΄ -όχ 


α- --αγ αἱ -γ΄ 


Π) 


-- απόβυτη τιµή πραγματικού αριθμού θα ϱ)) --α 
Α.6 Απόλυτη τιµή πραγματικού αριθμού 


ο ο. ο Αν χ είναι πραγματικός αριθµός, π απόλυτη τιµή του συμβολίζεται µε |χ| 
και ορίζετα! ως εξής: 


Ορισµός 

ή 
ο”. ο 
Από τον ορισμό της απόλυτης τιμής προκύπτει αµέσως ότι: 


π.χ. 3-3, |- 0.4:--0,.4 κ.λ.π. 


Αν χ-0 τότε |κ]-0, ενώ αν κ-θ τότε |κ]»5 0 δηλαδή |Χ/20 για κάθε 
πραγµατικό αριθµό. 


9 Γεωμετρικά, π απόλυτη τιµή ενός αριθμού α παριστάνει την απόσταση 
της εἰκόνας του που είναι στον άξονα των πραγματικών αριθμών 


Γεωμετρική ὦ : 
από το 0 του άξονα. 


ερμηνεία 


τ ακεπες---πκτς-πππσσετοππηκαςτ. 
απόσταση|- αἱ. απόσταση |α 


Απόσταση δύο αριθμών στον άξονα κ΄χ 


Είναι φανερό ότι πῃ απόσταση δύο αριθμών πάνω στον άξονα χΧ είναι 
ἶσῃ µε τη διαφορά του μικρότερου από τον µεγαλύτερο. 


απόσταση 4- (-]1)--5 


Έτσι π.χ. η απόσταση των αριθμών 4 και -1 είναι ίση µε 4--(--1)-5. 
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι Π απόσταση ἆ δύο οποιονδήποτε αριθ- 
µών α,β πάνω στον άξονα είναι ίση µε τη διαφορά του μικρότερου από 
τον µεγαλύτερο, δηλαδή είναι {ση µε α-β (αν μεγαλύτερος είναι ο α) ή β- 
α (αν μεγαλύτερος είνα! ο β). 
Το συμπέρασμα αυτό συμβολικά γράφεται: 

-- α-β, αναξβ Ία-β, ανα-β20 

Ἑ β-α, ανα-«β ὰ 


β-α, ανα-β-«θ 


ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 
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Παρατηρούμε ότι, σύµφωνα µε τον ορισμό της απόλυτης τιµής, ο τύπος αυτός παίρνει τη 
µορφή: 


ἆα --|α--β]-- απόσταση των αριθµών α.β 


απόσταση |α- β] 


Ιδιότητες 
Για την απόλυτη τιµή πραγματικού αριθμού αποδεικνύονται! εὔκολα Οἱ πιο κάτω Ιδιότητες. 


1) ορ χεκς 2) Ἵσικκς]ᾖι 8) ο. 


4) στ πι ον οποια 


Χ ει 
5) . Χχεξ,γεξς 
γ 


7) «ΙκΥ]«|κ]-[Υ] (Τριγωνική ανισότητα) 
Γενικά: [κι - κ. οΕ.ιιἙΧν ο κι] σε] -. εἰς, 


χ]Ξθ,θ20 9 κ--θ ἠκ-θ 9) κ«θ,θ20 9-θ-«κ-ςθ 


χ]206, θ209ῴ κ-«-θ ἠ κ20 


Παρατηρήσεις 


). Επειδή Ία30. και [β/30, συμπεραίνουμε ότι η σχέση: |α]-:[β--0., επαληθεύεται όταν και 
µόνο όταν α-θ και βΞ0,, δηλαδή ισχύει: |α|-[β-0«α-θ και βΞ0. 


Αυτό φυσικά σηµαίνει ότι η παράσταση |α]-:[β] είναι διαφορετική από το μηδέν όταν και 
µόνο όταν οἱ α και β δεν είναι ταυτόχρονα {σοι µε το µπδέν. 
ἵ) Για την τριγωνική ανισότητα Ισχύει: |κ-Εγ| Ξ|κ]-|Υ] όταν οι αριθμοί Χ,Υ είναι οµόσημοι, 


και [κ|-[[]κυ] όταν οἱ αριθμοί είναι ετερόσηµοι. 


Πῇ) Οἱ σχέσεις |χ-θ και |χ]«θ µε θ«0. είναι αδύνατες, ενώ η |Χ]36. ισχύει για κάθε 
χΧχεκ. 


--- (ΠόΠῃΙΟΤΗ τιµή πραγματικού αριθμού [ο --ἕ---ἕ---Ὁ-Ὁ-- 28 πσσασαααι 


Λυμένα παραδείγματα 


ἵ} Να αποδείξετε την ισοδυναμία: Α- Ίαχεχ-1-2κ-2 
0. ανκχς« | 


[α]--α[--ία-Ια] 9 α--θ Άρα ο. ανχ»! 


Λύση 


ἤ) Αν 2κ-Ισ09κΣ2- τότε [κ--][-2κ-1 
[α]--α]--[ία|--(--α)] είναι π απόσταση του. |α] : 
απ. -ἃ και Β- 2χ- 1 γὔχ-ἱ-5σχ-2 
[α--|α[-- [αἱ --α] είναι Π απόσταση του [αἱ από Αν λκ-Ικθθκ«5 τότε |2κ--{-- --2κ κ! 
το α. 
και Β- -2χ-εἰ1-2χ-ΊἵΞκχ 
Άρα π ισότητα [α]-- αἱ-- |α---[α| σηµαίνει ότι ο 
1 
[α] ισαπέχει από το -α και το α, δηλαδή βρί- ι ο κ ῃ 
Άρα Β- ; 
σκεται στο µέσο της απόστασης ἁ[--α.α) Και χ ανκ 


συνεπώς |α:-θ«α-0. 


αν σος δείξτε ότι |α.--2 
α--{ 
Να γράψετε Χωρίς το σύμβολο της , 
απόλυτης τιµής τις παραστάσεις: Λύση 
ἢ Αξῃ-αακ-τ ἵ) Β-[2κ-12χ-1 αἲ-ά ο κο 
α-1 [ας 


λί 
ώς α.ά-2(α.!) ή αγά--2(α51) 
Αν Ι-χΣδθκς] τότε [--χ[-]--κ και 


ΑΞξἱ-χ-εκχ-([Ξ0 


α-ά-2α-2 ᾖ α-ᾶῆ--2λα-2 « 


α-λήαΞ-λΦ]α-2 
Αν Ί-χ«θχ21 τότε [ἱ--κ]----Ι-κ και 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Ψετε χωρίς το σύμβολο της απόλυτης 


Α28. Να απλοποιπθούν οἱ παραστάσεις; τιμής. 
. 1 --ἷκ--4] : χ-Ι 
ἢ Α -|χ]:- αν -ἰ«κ«θ να τοπ 
κ. ]-ἷκ--3 ο ττῃς 
2 
ὴ ο. Ἓλ]κ 2--|χ  Β 1 


χλ-4 κχ)- 4]χ]--4 υπσεη 


Α29. Να εξετάσετε για ποιες τιµές τουχο- Α480. Αν ἁίκ, 2007) 53 να προσδιορίσετε τις 


{ζεται κάθε παράστασῃ και να τῃ γρά- : 
ρίς Ρ γρ τιµές του χ. 


ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ 
ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 
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Ρίζες πραγματικών αριθμών 


ο Έστω α 2.0, Ονοµάζουµε τετραγωνική ρίζα του α και συµβολίζουµε µε να. τον 
Τετραγωνική µη αρνητικό αριθµό β, έτσι ώστε β΄ -α. 


ρίζα 
Δηλαδή να-β«9β)-α. αβΣ0 


γ-οστή : : ο. : : ο 
Μπορούμε επομένως να πούμε ότι η να ;α 20 παριστάνει τη µή αρνητική λύση 


Ρίζα της εξίσωσης χ΄ -α.. Γενικότερα: 


ο Αν α20, ονοµάζουµε νιοστή ρίζα του α Και συμβολίζουμε µε γα ., τον µπ αρνητικό αριθµό β ώστε 


β' --α, όπου ν θετικός ακέραιος δηλ. α-β«9β’ -α, αβ20. 


Όπως και προηγούμενα, μπορούμε να πούμε ότι ῃ γα, α20. παριστάνει τη µΠ αρνητική λύση της 
εξίσωσης χ” Ξα.. Συνήθως γράφουμε: {πα - α, ᾷ[α -- να Π.Χ. 40 - 0, ν4 - ὧν 4/27 --3 κλπ. 


Στην άλγεβρα δεν αναφερόμαστε µόνο σε τετραγωνικές ρίζες αριθµών αλλά και αλγεβρικών παραστά- 


ὼ 
σεων. Τέτοιες τετραγωνικές ρίζες είνα! Π.Χ. Οἱ: νχ-1, ο... .4Χ--2Υ-5 κ.λ.Π. Σε κάθε περίπ- 
Χ--ᾱ 


τωσή, για να έχει νόημα π τετραγωνική ρίζα, πρέπει ῃ παράσταση που βρίσκεται! µέσα στο ριάκό (δηλαδή 
ῃ υπόρριόῃ ποσότητα) να είναι µεγαλύτερη ή ίση από το μηδέν. 


Ιδιότητες 


1. Αν α»0 και νεΝ᾽ τότε (ζα) --α Και α' -α. 
2. νώ -]αι. αςξ.. Γενικότερα: Ύαγ’ -|α], αεξ. και Ανν -ᾳ, α»0, 
8. Αν αἱβΣ0 καινεΝ’ τότε γα -β- χα -4β. 
Από την Ιδιότητα αυτή προκύπτει ότι: γα” -β Ξα.Ἡβ και πα -- α), ΚΕεΝ'. 


α α 


4. Αν αΣθ0,β250 καινεΝ τότε: γ|-- να 
β 4β 


5. Αν αΣ0 καν, µ,κεΝ΄ τότε Ίνα - α και Ψαἲ" ο, 


Δυνάμεις µε ρητό εκθέτη 


µ 
Αν α 2 0, µ είναι ακέραιος και ν θετικός ακέραιος ορίζουµε: α’ Ξ να” 


ει 
Αν αΞ 0 τότε για µ, ν θετικούς ακέραιους ορίζουµε 0”0. 


--- ρίζε πραγματικών αριθμών 


27 


Λυμένα παραδείγματα 


Να απλοποιηθούν οἱ παραστάσεις: 


ο εσας 


ἤ, ὁνθ αν -2«κ«θ 
Χχ--2 
ΠΒ - να --μή[(κ--)) «Ιθήκ: «21, 
αν -ἰ«χ«2 
Λύση 
.--. γκο); κ [κο] 
| Χ Χ--2 χΧ ΧΓ2 
Από υπόθεση όµως χ«0 «|κ|----κ και 
χ»-2«9χ250«5|κχ-2|--χ-2 
σσ 
Χ-2 


ἱ. Β-δ5ικ--2]-.3]χ--3]-ε10]Χ-Ε1 
Από υπόθεση όµως έχουµε -ἰ«κ«ςλ. 


Μεχ«2««χ-2«θ«σκ-2|--(κ--2) 
Με κ»--ἶ τότε: 
χ»-29χ250«2|κ-λ-κ--3 


χΣ-Ι1«9χεΙσθςσ]χ--κ-ι 


Άρα Β- --δ(κ-2)--2(κ--3)-ς10(κ-ε!) - 
--5χ-10-42χ-9-10χ10-- 2χ-1Ι 


α. Να μετατρέψετε τις παρακάτω παρα- 
στάσεις σε ισοδύναμες µε ρητό παρανοµαστή: 


4 1 5 -- 
Ἱ. 3 ΠΜ. 4 Π]. ι ΙΝ. 2 
β. Να εκτελέσετε τις πράξεις στην παράσταση: 


4 5 3 


5 σ-Ι βθνα 


Λύση 

α.Ι. Πολλαπλασιάζοντας ταυτόχρονα τον αριθµῃ- 
τή και τον παρανοµαστή του κλάσματος µε 
το ν32 βρίσκουμε; 


Π, 


4 49 49 4ν9 
ὃν ϱ) 3 
Πολλαπλασιάζοντας ταυτόχρονα τον αριθμητή 
και τον παρανοµαστή του κλάσματος µε το 


{ο βρίσκουμε: 


9 4 439 
2 4ο: ᾖσ 2 


ΠΠ, Αν πολλαπλασιάσουμε ταυτόχρονα τον αριθ- 


µητή και τον παρανοµαστή του κλάσματος µε 
2 -ΕΙ τότε θα μπορούμε να χρησιµοποιή- 

σουµε στον παρανοµαστή την ταυτότητα της 

διαφοράς τετραγώνων. Βρίσκουμε έτσι: 


5 «ίσοι σσ) 
νλ-Ι (92-ι).(ἡ2 ει) (0) -- 


«δαν ϱι) 


2-1 


Η παράσταση γ/2 «ΕΙ, που είναι βοηθητική στην 
μετατροπή του συγκεκριμένου κλάσματος, ο- 
νοµάζεται συζυγής παράσταση της ϕ2--Ι. 
Παρατηρήστε ότι οι δύο συζυγείς παραστάσεις 


Μ2-Ε1 και φ2--Ι διαφέρουν µόνο κατά το 
ενδιάµεσο πρόσημο. 


Εδώ π συζηγής παράσταση του παρανοµαστή 


είναι ῃ ν2--Μ2. Πολλαπλασιάζοντας τον α- 
ριθµητή καὶ τον παρανοµαστή του κλάσματος 


µε ῥ3 --ν2 βρίσκουμε: 


μ.μ... «ο ρ.. 
ἡ31ν2 (932). α- ο) 
ο δα --ν2) -ᾱδ-- 2) 
«οἱ «μή οκ. 
--ᾱ(νλ --ν2) 


ΡΙΖΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
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β. Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω βρίσκουμε: 
4 5 3 


σι μή 
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ον 
---ᾱ- 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


(3-2) - 


ΑΔ31. Να βρείτε πότε ορίζοντα! οἱ παρακάτω 
παραστάσεις και να τις απλοποιήσετε: 


ος οκ νοκ 

β--ό α΄β --Ταφβ 
Π, κ Υ--κφά ο νοκ Ύ 
ἵν. νκ) -2χ) η 


Α32. Να απολοποιήσετε τις παραστάσεις; 


ο δ στο 


ρα ο. ο 


-” 


Α33. Να βρεθεί Π αριθμητική τιµή της παρά- 
στασης: 


Α- κ΄ --4χγΕΥ΄ για Χ- 2-2 και 


Υ- 2-93 


Α34. ἱ. Υπολογίστε τις παραστάσεις; 


(219345), και ο 


Π, Να απλοποιπθεί Π παράσταση: 


ορ πε 


Α3Ρ. Να γίνουν οἱ πράξεις: 
ο ο συ 


οἱ ο ρη τα 
πας 9 16 


Α36. Να γράψετετις παραστάσεις µε τη βοή- 
θεια µιας µόνο ρίζας: 


ἳ αγ, αβ»0 ἵ) 44393 
α 


Π ᾖ32ψ24892 


Α37. Να υπολογίσετε την παράσταση: 


ο ο κ ει οὗ 


Α38. Να απλοποιπθούν οἱ παραστάσεις; 
ὴ Α -2ῄ(κ--3) --ἡ(κ--2) «3νχ)--4κ-4, 


αν α]ς2 


ἡ) ----υ-- -ο-α, κεκ-{ 
Α39. Να αποδείξετε ότι: 

ἢν 4θεν νι κνΣ 

ἤ) Αν α»0 τότε 2ψα1Σνψα-24να 
Π) Αν χ.ν 20 τότε: κ) ΗΥ’ --. 


ἰν) ΥΙΟ ΤΝ κιδ-θνν αι 


Α40. Να μετατρέψετε τα παρακάτω κλάσματα 
σε Ισοδύναµα µε ρητό παρανοµαστή: 


-.. 392. τν --ᾱ 
1 νο ή 7 ΗΠΙ 22. 3 
“6 


1 
ἵν) τι ν) περ 


πα τριγωνοµετρικοί αριθμοί ξ------ᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶᾶαααααααααα-αα 29 ο 


Λ.δ 


Μονάδες 
μέτρησης 
τόξων - 


γωνιών 


Ἡ σχέση που 
συνδέει 
ακτίνια και 


μοίρες 


Τριγωνοµετρι- 
κοί 
αριθμοί 
οξείας 


γωνίας 


Τριγωνομετρικοί αριθμοί 


1 
9 Ορίζουµε ως τόξο 15 (µιας μοίρας) το 360 του κύκλου και 


αντίστοιχα, γωνία 19 την επίκεντρη γωνία που αντιστοιχεί σε 
τόξο 15, 


ο Ορίζουμε τόξο ] ια (ενός ακτινίου) το τόξο που έχει 
μήκος {σο µε την ακτίνα του κύκλου. Αντίστοιχα ορίζου- 
µε γωνία ]{αά την επίκεντρη γωνία που αντιστοιχεί σε 
τόξο 184. 


όπου α: ακτίνια, µ: μοίρες και πς 3,14 


αι κ 
π 180” μήκος ΛΒ-ρ 


(αλλά δεν το αντικαθιστούμε ποτέ). 


Ισχύει: 


͵ ας . μ α 
Από τη σχέση αυτή εύκολα προκύπτει ότι: α-- ποὰ και µμ-- 150 
π 


τ . . 30 π . -- .. π . το 
π.Χ. ένα τόξο 3090 είναι α- η Ξ τ ακτίνια, ενώ ένα τόξο . ακτινίων εἶναι ίσο 


µε μ----:150-45 μοίρες. 


Έστω ϐ οξεία γωνία ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ. 


ο Ορίζουµε: 


Ῥ 
Ημίτονο της γωνίας ϐ: 


- β Μήκος τῆς απέναντι κάθετης πλευράς 
α Μήκος της υποτείνουσας 
Συνηµίτονο της γωνίας ϐ: 
Υ. Μήκος της προσκείµενης κάθετης πλευράς 
α Μήκος της υποτείνουσας 


συνθ - 


Εφαπτοµένη της γωνίας ϐ: 


να β Μήκος της απέναντι κάθετης πλευράς 
γ Μήκος τῆς προσκείµενης κάθετης πλευράς 
Συνεφαπτοµένῃ της γωνίας ϐ: 
σοι Υ Μήκος της προσκείµενης κάθετης πλευράς 
β Μήκος της απέναντι κάθετης πλευράς 


ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
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ο Για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς µιας οξείας γωνίας (και όχι µόνο) αποδεικνύεται ότι ισχύουν οἱ 
παρακάτω βασικοί τύποι: 


ημ2θ -1--συν2θ 


ημ2θ-.συν2θ το] 


συν΄θ- Γ--ημ2θ 


εφθ:σφθ1 


ημ”θ 


Από τους βασικούς αυτούς τύπους (ταυτότητες) προκύπτουν εύκολα οἱ παρακάτω τύπο! που εκφρά- 
ζουν το ηµίτονο και συνηµίτονο µιας γωνίας, συναρτήσει της εφαπτοµένης και της συνεφαπτοµένης. 


Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µια οξεία γωνία Β εἰ- 


ναι 300 (σχ. 1} τότε β το και από Πυθαγόρειο θεώ- 


ρηµα νσσ, ενώ αν Β--ᾱδυ [σχ. 2) τότε 


αν2 


βΞ}γ- σος Οπότε µε τη βοήθεια των ορισμών, υ- 


Τριγωνοµε- πολογίζοντα! οἱ τριγωνοµετρικοί αριθμοί των 309, 459 και 609. Τα αποτελέσµατα 
βλέπετε στον επόμενο πίνακα: 
τρικοί 


αριθμοί των 0 π. 
309, 48ο .. 
και 605 


Μ3/2 3 | 9/3 


31 --- 


-- τρΙ]γωνομετρικοί αριθμοί 


ο Ἰριγωνομετρικό Κύκλο λέμε τον προσανα- 
Γενίκευση τολισμένο” κύκλο µε κέντρο την αρχή Ο των 
αξόνων, ακτίνα ίση µε τη µονάδα και αρχή 


της έννοιας 
µέτρησης των τόξων το σηµείο ΑΙ. 0). 


Σηµείωση: 
(γωνίας) [ια τον προσανατολισμό” του τριγωνομετρικού κύ- 


του τόξου 


κλου, ως θετική φορά λαμβάνεται π αντίθετη της 
Τριγωνοµε- Ἡ ο. ; Ρ΄0, --ἴ) 
κίνησης των δεἰκτών του ρολογιού. 3 
τρικός -- νά 
ο Ἰριγὠνομµετρικό τόξο ΑΜ είναι ο δρόμος 
που διανύει επί του κύκλου κινητό, που ξεκινά από το Α κινείται κατά τη 


θετική ή αρνητική φορά και σταματά στο Μ (αφού ενδεχομένως διαγράψει 


κύκλος 


προηγούμενα έναν αριθµό περιστροφώγ]). 


ο Ἰριγωνομετρική γωνία ΑΟΜ. είναι η επίκεντρη γωνία που αντιστοιχεί στο τριγωνομετρικό τόξο 


κσξτς, 


ΑΜ. 
Από όλα τα τόξα ΑΜ (άπειρα) επιλέγουμε συνήθως ὡς “εκπρόσωπο” της επίκεντρης γωνίας το 
μικρότερο θετικό τόξο ΑΜ (χωρίς να είναι απαραίτητο) το οποίο καλούμε πρωτεύον τόξο 
Αν το πρωτεύον ΆΜ έχει μέτρο α Γαά ή µ μοίρες, τότε το µέτρο του οποιουδήποτε τόξου ΆΜ θα έχει 
τη µορφή: 

2κπ--α σε ακτίνια ή 260κ--μ’ σεµοίρες, όπου κεζ. 


Δηλαδή αν ϐ ταά (συνηθίζεται ως µονάδα το ακτίνιο) το µέτρο του πρωτεύοντος ΑΜ και Χχ το 
µέτρο του οποιουδήποτε τόξου ΑΜ τότε: 

χΞρκπ-:θ, κε, 
Δύο τόξα που έχουν το {διο τέλος διαφέρουν κατά 2ΚΠ. 


Εφαρµογή: 

Να βρεθούν τα τόξα που τελειώνουν στο 

ἰ Α(1:9) Ἡ, Α'(-1. ϐ) Π, Β(0, 1) ν. Β'(0, --ἲ) 
Λύση 


ἰ,. Επειδή το πρωτεύον έχει µέτρο 0, τα ζητούμενα τόξα θα είναι της µορφής 2κπ.κεζ. 


Ἱ, Επειδή το πρωτεύον έχει μέτρο π, τα ζπτούµενα τόξα θα είναι της µορφής 2κπεπ. κεζ. 


Ξ ι ε . π 3π . 
ΠΠ, Οµοίως σκεπτόµενοι βρίσκουμε ότι: ο ωσο κεΖ και σα κε” για το Ἱν. 


" Όταν λέμε προσανατολισμένο εννοούμε ότι έχουµε καθορίσε! µε ποιά φορά 
ο ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
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Έστω τόξο ΑΜ (αντίστοιχα γωνία ΑΟΜ }) µε μέτρο 


θ, όπου Μ(κ.γ). Αν Δ(χ.0) η προβολή του Μ στον περπμεος 


χ'χ, Γ(0,Υ) π προβολή του Μ στον γ'γ, ΕΠΙ, τ) το 


σηµείο στο οποίο Π προέκταση της ακτίνας ΟΜ τέμνει α΄ άξονας ΑΊ 
συνημιτονῶν 


τον άξονα που εφάπτεται του κύκλου στο Α(Ι, 0) 


και Ζ{α, 1) το σηµείο στο οποίο Π προέκταση της ΟΜ 
τέμνει τον άξονα που εφάπτετα! τον κύκλο στο ση- 


ΛΩΛΟΛΠΙΙ 


µείο Β/(0, 1), τότε ορίζουµε: 


ΛΦΑΦΠΟΙΙΟΦ3 


ΏµΜΘΞΥ, συνθΞΣ, εφθΞτ και σφθΞσ 
(0 ορισμός αυτός γενικεύεται Καὶ για µη οξείες γωνίες). 


Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτουν : 
[ημθ] «1. |συνθ] «1, εφθΕΕ., σφθεΚ 


ϱ Ἡ εφθ ορίζεται αν θα κκ” καιη σφθ για θ-κπ. 


οϱ Το πρόσημο των τριγωνοµετρικών αριθμών σε σχέση µε το τεταρτηµόριο στο οποίο βρίσκεται! 


το σηµείο Μ, φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. 


Ο: όλα θετικά 

Ἡ: Ημίτονο θετικό 

Ε: Βφαπτοµένη, συνεφαπτοµένη θετικές 
Σ; Συνηµίτονο θετικό 


Μπορούμε τώρα να επεκτείνουµε τον Πίνακα των τρ!γ. αριθμών χαρακτηριστικών τόξων (γωνιών), ως εξής: 


απ 


Σε όποιο τετραγωνάκι υπάρχει σηµαίνει ότι ο τριγωνοµετρικός αριθµός δεν ορίζεται. 


ρα τριγωνοµετρικοί αριθμοί ---------ξξααααα 33 ο 


Έστω τόξο 6. Τόξα που συνδέονται! µε το 6 µε απλή σχέση είναι τα: 


8 


Τριγωνοµε- π 
΄ 0, 2π--θ, 2π-0, 2κπ-0 


ο ο ο ο 
3 ς 


Για να υπολογίσουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς αυτών των τόξων εφαρµό- 
ὈΤο ο] ΜΜ Ι{0 ζουμε τον εξής πρακτικό κανόνα: 


τρικοί 


πο Χωρίζουμε τα τόξα σε δύο κατηγορίες. 


συνδέονται! 
Κατηγορία 1. 03:0, 0. 2π-0. 2κπ-Έθ 


µε απλή 
π 
σχέση. Κατηγορία 2. ο α.. 


Αναγωγή 
Αν τα τόξα ανήκουν στην κατηγορία 1 τότε οἱ τριγ. αριθµοί δεν αλλάζουν. Αν τα 
στο 19 τόξα ανήκουν στην κατηγορία 2 τότε το Πμµίτονο γίνεται συνηµίτονο (και αντί- 
στροφα), Π εφαπτομένη γίνεται συνεφαπτοµένη (κα! αντίστροφα). 
Τέλος το πρόσημο προσδιορίζεται από το τεταρτηµόριο στο οποίο λήγει το τόξο. 
(βλ. πίνακα στην προηγούµενη σελίδα). 


Έστω π.χ. ότι έχουµε το ημ(π--θ). Επειδή το π--θ ανήκει στην 1" Κατηγορία το ηµίτονο θα 


παραμείνει! Καὶ το πρόσημο είνα! θετικό, αφού το ηµίτονο στο δεύτερο τεταρτηµόρΙιο, στο οποίο 
λήγει το τόξο, είναι θετικό. (θεωρώντας χωρίς βλάβη ότι η ϐ είναι οξεία γωνία). 


τεταρτηµόριο 


Έτσι ηµ(π--θ)- ηµθ. Οµοίως σκεπτόµενοι βρίσκουμε ότι: 


συν - ϱ) ---ημθ, εφ(π-:θ) - εφθ, σφ 5 . ϱ) Ξ--εφθ, μ[σ κ) Ξ συνθ κ.λ.π. 


Ανεξάρτητα από τον κανόνα που αναφέραμε, Καλό είναι να γνωρίζουμε τους τύπους στις πιο συνη- 
θισµένες περιπτώσεις, όπως: 


Αντίθετα Συμπληρωματικά| Παραπληρωματικά | Τόξα που διαφέ- 
τόξα τόξα τόξα ρουν κατα 2κπ 


ημ(-θ)- -'μθ | ηµίπ/2-θ)”- συνθ ημ(π-θ)”- ημθ. | ημ(2κπτθ)”- ημθ 


συν(-0)Ξ5συνθ | συν(π/2-6)Ξ- ημθ συν(π-θ)Ξ -συνθ | συν(2κπ{θ)Ξ- συνθ 


εφ(-θ)Ξ- -εφθ εφ(π/2--0) -- σφθ εφ(π-θ)Ξ- -εφθ | εφ(2κπ:θ)Ξ- εφθ 


σφ(-θ) -- -σφθ σφ(π/2--6) -- εφθ σφ(π-θ)---σφθ | σφ(2κπ{θ)-- σφθ 


Με τη βοήθεια των προηγούμενων μπορούμε τριγωνομετρικούς αριθμούς οποιουδήποτε τόξου να 
τους αναγάγουµε σε τριγωνομτρικούς αριθμούς τόξου του πρώτου τεταρτηµορίου. 
πΧ. 
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ημΊ500 --ηµ{2-360: ««301) -- ημθ» -5 


17π 17π 16έπ π π π 2 
συν] ---|Ξσυν ΄ Ξσυν ο. Ξσυν νι Ξσυν--Ξ--- 


2 
. ( πε. ο οπ νε) π (σα. τ) ο 93 . 
ώς: ο τι ον ο τε νο 


[ια το άθροισμα α--β και τη διαφορά α--β δύο τόξων ισχύουν οἱ παρακάτω 
τύπο!: 


τρικοί συν(α -- β)-- συνασυνβ - ηµαημβ συν(α -β)-- συνασυνβ ΓΕ ηµαημβ 
αριθμο ημία --β)--ηµασυνβ -- συναηµβ ημ(α - β)-- ηµασυνβ - συναηµβ 


Τριγωνοµε- 


αθροίσματος τς 
εοία ρι  ταβρ ία ρ ο τν 


και διαφοράς 1--εφαεφβ 1: εφαεφβ 


δύο τόξων σφασφβ -ἰ{ 


ση Ἡ) σφασφβ-εΙ 


σφα -σφβ ο» σφβ--σφα 


Π.Χ 


εφᾶ5' «-εφβθ" ο 49 (493). 
ἴ- πω]. ων .οἳ 


1. εφΤδ' --εφ(45' -«30’ - - . 
' ἵ 1--εφάδ' «εφ2θ’ -. τε 9-3 
3 


2. Ἰσχύει ῃ ταυτότητα: συν(α --β)συν(α--β) -- συν΄α-- ημ΄β, για οποιαδήποτε τόξα (γωνίες) α Και 
β, διότι: 
συν(α--β)συν(α--β) -- (συνα: συνβ --ημα:ημβ):(συνα: συνβ -- ηµα :ημβ) 
- συν΄α: συν β--ημ΄α-ημ΄β-- συν΄α(1--ημ΄β) --{1--συν΄α)ημ΄β - 


Ξσυν΄α--συν΄α.ημ΄β--ημ΄β--συν΄α.ημ΄β- συν΄α--ημ΄β 


Τριγωνοµε- Από τους προηγούμενους τύπους, θέτοντας β--α, προκύπτουν οἱ τύποι: 


τρικοί 
ηµ2αΞ 2ηµα:συνα 
αριθμοί 
συν2α - συν΄α--ημ΄α-- 2συν΄α--ἱ--ἱ--2ηµ΄α 
διπλάσιου 


σφ΄α-ἰ 
τόξου Ι--εφ-α 2σφα 


2εφα 


εφ2ζα- και σφ2α- 


. 4 π : 
Για παράδειγµα, αν ηµα- . με ον α«π θα υπολογίσουμε το ηµᾶα. 


-- τριγωνοµετρικοί αριθμοί Ὁ 38 ο 


Είναι συν΄α--Ι--ημ΄α , Και επειδή στο δεύτερο τεταρτηµόριο το συνημίτονο είναι αρνητικό προκύπτει 
ημ 
| 16 3 
συνα---ψΙ--ημ΄α «ώσυνα--- πο. Ξ ο 


Άρα λα - 2 5 -2. -- Ξ--- 
ρα ημ;α ηµα:συνα ή 5) ς 


Τύποι Από το συν2α-- 2συν΄α--1Ξ1--2ηµ΄α, εύκολα αποδεικνύονται οἱ τύποι: 


αποτετρα- 
... ἱ-συνζα 


γωνισμού Τά συνζα 


Τριγωνοµε- 
τρικοί 
αριθμοί 
ενός τόξου 
συναρτήσει 
της εφαπτοµέ- 
νης του μισού 


τόξου 


Π.Χ 


ἱ. Να αποδειχθεί ότι: ημηςο αμ τα Και 


ο, 1 . ΄ 
Π, Αν εφαΞ . να υπολογιστεί η παράσταση: ηµ2α --συν2α 


Απόδειξη 
- -- συν '-συν-ὰ. 2--συν συν 
ον νο στα ο κα. 
- ' -. 1 2 αν . 
ἤ, ημΖα-συνζα- ο. - πι . -- .. Ξ - 
4 4 
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Λυμένα παραδείγματα 


α. Να αποδείξετε ότι: 


ἱ. ημ΄θ-συν’θ -- 1 --2ημ”θ:συνθ 

Ἱ, ημθ--συνθ -- 1--2ημ’0:.συν’θ 

β. Να βρεθεί ο λεβ ὧώστε π παράσταση 
ΑΞ ημ΄θ:συνθ--λ(ημ’θ”- συν’) να είναι 
ανεξάρτηση του τόξου Χ. 


Απόδειξη 


α. ἱ. ημ΄’θ --συν΄θ -- (ημ”ϱ)΄ «(συν’0) -- 
Ξ(ημ7θ1- συν΄ϱ). --2ημ”0:συν΄θ-- 
Ξ1--2ημ’0συν΄θ 


Π, ημθ--συνθ - (ημ΄ϐ); α«(συν”θ). -- 


Ξ(ημ”θ συν”); -3ημθ: 
συν’θ(ημθ συν”) -- Ι--3ημ΄θσυν”θ 


β.Α -Ι--2ημ΄0συν”θ--λ{1--2ημ”0 συν”) -- 
Ξλεἰ--(2λ33)ημ”θ.συνθ 
Άρα για να είναι ανεξάρτηση του 6 πρέπει 


λγ3-0ς»λ- -ᾱ- 


Να αποδείξετε ότι: 


Ἱ, (νοφ)ία” -- ----- 
ημχ ημχσυναχ 


11συνχ., ημε 2 


Π. -- 
ημχ 1συνχ ημχ 


Απόδειξη 


. (κερ)αν πως | 2 -. 
ημα 


τ{ιν της, 
συνχ ημχ 


-;. συνχ -ημχ μα Γσυναχ 


. μα 
συνχ ημχ 
ο (ημκ συνκ)΄ . 
μα :συνχ 


ο ημ΄χκ-2ημχ-συνχ--συν΄χκ--2ημχ-:συνα 


ημχ :συνχ 
- 1 
Ώμχ :συνχ 


ἥ, 1ησυνχ, μα (1: συνχ)” -«ημχ . 
ἡημχ {συν ημχ (1 --συνχ) 
- 14:2συνχ--συν΄χ-εημ΄χ. 


ημχ(1--συνσχ) 


22συνχ  «ῥ(14συνὶ) 2 


σ ημχ (1 -- συνχ) . ημχ(1-- συνχ) σ ημα 


Να απλοποιηθούν οἱ παραστάσεις: 


ημ(186: --κ)-συν(1860: -.κ)-εφ(--κ):σφ(360’ --χ) 
συν(270: κ) -εφ(οῦ" αχ) -ημ(810” -κ)εφί(180" ξ χ) 


ᾱπ Τπ 
συν} {κ -εφίχκ--π):ημ ης 


σφ ιν) Γη μίκ--α)«συνζα--) 


1.Α-- 


Π. ΒΞ 


Λύση 
 ηµί180:--κ)-ημκ | συν(2705 --κ) ----ημα 


συν (140: .. χ) Ξ--συνχ| εφ (ορ» .. χ) Ξ--σϕα 


εφί--χ) - -εϕχ ημ(810’ --κ)-- συνκ 


σφ(360’ --κ)-- -σῳκ | εφί180/ -- κ) -- εφχ 


Απιλε: μα: (-συνκ)(-εφχ)ί-σφχ) . 
-ημα (--σφχ):συνχ:εφχ 


-- τρΙ]γωνομετρικοί αριθμοί 


ο. 
Ἡ, συν ο τκ)|τημκ 
εφίκ--π) ---εφίπ--χ)-- εφχ 
πο. κ]- 
ὢ 2 3 
τημοπκ ο -κ)-ημ[” κ]- συνχ 
2 2 
.... 
ἳ 2 ἁ 2 2 


ταφ[4π.Σ--κ]--σφίᾖ -κ)-εοκ 


2 
ηµ(χ--4π)- -ημ(4π- χ)- 
--ημ(2π.2π-χ)---ημί(2π-- κ) -- ημχ 
συν(χκ--2π) -συν(3π-χ)- 


Ξσυν(2π-π--χ)- συν(π--χ)-- -συνα 


Β.--. ΊμΧ «εφχ(-- συνχ) - 


Άρα . 
εφχ :ημχ(- συνχ) 


3/ ---- 
ο. θκα« και ημα -«νΆσυνα -2 
τότε να δειχθεί ότι α ο. : 


Απόδειξη 


ημα..Υ3:συνα 292 ηµαεφ-.συνα 29 


π π π 
ημασον σημ συνα- 2συν-- «» 
«» ο. ... 
ηµ Ε 2 
θκας-- 
ο Φσαιζ-ς α-- 
2 6 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Α41. Να αποδειχθεί ότι Π παράσταση: 
Α- 2(ημίχ-;συν χ)--3(συν΄ χ-ε ημ’χ) 
έχει µία τιµή ανεξάρτητη του τόξου χ. 
Α42. Να απλοπο!πθεί Π παράσταση: 


Ἠμπγα)συν[α--ᾱ|ωφίτα κα) 
-- 2 


συνκ-α)ημ[ ο» αλοφζκ» α) 


Α43. Να αποδειχθεί ότι: 


. (ημκ -Γεφχ)(συνχ -- σφχ) - 
Ξ(1:ς ημχ)(1:- συνχ) 


[). (εφχ -«2)(2εφχ -Ε 1) -- δεφχ -- Ξ 
συν΄χ 
συν΄χ--ημ΄γ 


[]) σφ΄χΧ.σφ΄γ-ἵΞ----- ς 
ημ χ'ημ Υ 


Α44. Να αποδειχθεί ότι: 


2ηµ(α-β) 
συν(α--β)--συν(α--β) 


Ξ εφα --εφβ 


[) ημα -ημ(1205-.Χ)ημ(2409κ)-0 
Ππ) (3 --εφα)-εφ(α --309) Ξ 
Ξ (3 -«σφα)-εφα 
Α4Ρ. Να αποδειχθεί ότι: 


ημζα |-συνα πα 


|-συνζα συνα 3 
ο π 3π 5π 7π 3 
ἵ) ημ.-----ημ--Εημ-- εημ---- 
) ηπμ πο νο πο 


Α46. Αν οι γωνίες ενός τριγώνου ΑΒΓ επα- 


ληθεύουν τη σχέση: ημ΄Α -ημΒ γημΤ, 


να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο αυτό είναι 
ορθογώνιο. 
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Δύναμη µε εκθέτη πραγµατικό αριθµό 


Την γνωστή έννοια της δύναμης µε εκθέτπ ακέραιο αριθµό επεκτείνουµε καὶ 
Ορισμοί στη περίπτωση που ο εκθέτης είναι ρητός. Δίνουμε, δηλαδή, νόημα και στο 


µ 
εκθετικό σύμβολο α” , όπου α”-40., µ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, το 


οποίο θα ονομάζουμε δύναμη µε ρητό εκθέτη. 


µ 
Για να έχει νόημα δύναμης το σύμβολο α” θα πρέπει να είνα! θετικός αριθµός 


(αφού α Ξ0) και επιπλέον να ικανοποιεί τις γνωστές Ιδιότητες των δυνάµεων 
σαν Ξ 


µ 
Αυτό σηµαίνει ότι α” είναι π θετική ρίζα της εξίσωσπς κ’ -α” που είναιπ να". 


{ες 


Επομένως: Αν α”54., µ ακέραιος Καὶ ν θετικός ακέραιος τότε ορίζουμε α’ - Μα" 


µ 
Αν επιπλέον µ,ν θετικοί ακέραιοι ορίζουµε 0) - 


οι 
π.χ. 161-416 -2-4 . λάει-- 


Γενικότερα, µε τη βοήθεια της δύναμης µε ρητό εκθέτη, ορίζουµε το εκθετικό σύμβολο α. α»0 


4 3 


και ΧΕεΜ. (0 ακριβής ορισμός ξεφεύγει από τα όρια αυτού του βιβλίου). 


Έτσι, αν α,β θετικοί πραγματικοί αριθμοί και Χ,.Υ ΕΚ τότε: 


Συνοψίζοντας για το εκθετικό σύμβολο ΑΔ, έχουµε; 


ΑΕΕ,.Β5ΞνεΝ βλοβλοσο νὰ 


4 


πας 


ΑΕΚ”  Β- -ν 


α-0 Β-Ἡ,µεζινεζὶ; 


Α320,ΒΞχεξς 


.. Ας«Α«Α) 


όπου ρ’ρ: ρητοί αριθμοί που προσεγγίζουν τον πραγµατικό αριθµό χ. 


Ακόμα: Α’ -Ί µεβΑ-θ, Α.-Α καιϕΑ-Α µεα2θ. 


πα Δύναμη με εκθέτη πραγµατικό αριθµό ο 39 ο 


Λυμένα παραδείγματα 


Να υπολογιστεί η τιµή της παράστασης: Να απλοποιπθούν οἱ παραστάσεις: 


λ.α β.(αβ”) 2 ας ὴ Ἱ για κάθε ον 
Π) α(3α”β) ε(12α1β)3, αιβ» 0 
ν2 1 
σα κ ρ- ο α α ι 
2 42 ή) β(8α΄β)” -4α(α β")" --(1256β"):. 
Λύση ὤβ»0 
ατα λα ιο] ο Ξ- ἵν) (0: «μα -ᾱὔ |) 
4) 2 4 16 
ο 
ο ᾱ- 42 να -- ἳ Λύση 
α (9) 2 2 -ᾱ- 
ο 3 ο ο ο Ομ ο. 
ο πλ 


ύὰ Να αποδειχθεί ότι: Π) αφλαβ 4 λα β -αἲ ϕ2β --2α) φ”β - 

η) [ού ο ο) ο ]τκεν --3α7 ψ3β 
Π) βᾷδα΄β --4αΐ/αβ' --{125αβ" -- 

Π) ο ή ο ο. ο] ΞΧ-γ --2α΄β4/β «4α-β/β --5α”β4/ῇβ --α΄βΗ[β 


όπου χ,Υ20  Ἱ 33 3 
α ἵν) γς- παν ο -- 
4 2 4 16 
Λύση 
ες ο. 
ἳ ρα. 
1 χ3 -ε -Χὸ «Υ) ΕΥ |Ξ- 
ν ος : ή] -γδιβ--μνδ- η -δβ 
τιν κιν κ νε |- 
πχ εν -κκν 'Β Να απλοποιπθούν οἱ παραστάσεις 
ἲ) γα” -αβ᾽ «γρ: αρ όπου αἱβ»0 
αν (αι 1 απ πα 2 
Π) [νο κα εν) οὐ” ' ι 
.. -- 4 
; ' Ἡ] λα ομο.ς χ5θ 
«οκ Φε Φεὐ|- κά «2 κ 
-ακ -ᾗν -κ-υ 


ΔΥΝΑΜΕΙΣ 
ΜΕ ΕΚΘΕΤΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ 


. 


ἵ 1 ο 
Ξαὀ «β αἱ «β3 -4α- -β--άα-βὶ - 
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η κ ολκί κι νε οὔε 
χ΄ --2χὸ «ΕΙ ὕχτούκι 
σκι (κ- 
ὅν -οὔκει (κ 


θσ φ), 


(οκ -ἷ (κ 
Ξ- (κ . 
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Α47.. Να βρεθούν οἱ αριθµο(: 


3 1 3 
ἡ κ-273--43 --3-325 (0.25) 
9 
. .. | οἳ .. 
ην τ[το) 2924-54-45) --δὲ «253 


Α48. Να βρεθούν τα εξαγόµενα 


ἲ 9 ϕα 
ἤ) ἡτὸ τσ 


Α49. Να απολοποιπθούν οἱ παραστάσεις: 


ἃ 1 κ. ἃ 
Χ-Υ χ2γ4 κ” «2 
3 πο [ [ 


ο ο 


) ΑΞ 


31 μα 3 

ο αἱ --α-β) --2α)β4 --2β4 
ή ή 
α2 --β2 


Π) Β 


ΑΡ0Ο. Να βρεθεί ο τιµές των παραστάσεων: 


ην - ίι) ο. -] | 


αν ΧΞ 


απ 
2 ος 
π) Β- κ ντι [κ ντ) ; 


αν ει και 5) 
δ 3 


Α5Ρ1. Να δειχθεί ότι: 
ἡ (6-- 295)’ --(ν»--2) 


[ἰ) [ ρω: ερ) ε ναβία-β) 
αβ 


--- Πογάριθμοι 


Α.10 


ΘΕΩΡΙΑ 


Ορισµός 


Λεκαδικοί 
Φυσικοί 


Λογάριθµο! 


Ιδιότητες 


Λογαρίθµου 


ο μα 
Λογάριθµοι 


Έστω θετικός αριθµός α, διάφορος του 1 και θ50.. Τότε η εξίσωση α --θ 
αποδεικνύεται! ότι έχει μοναδική λύσπ. Τη λύση αυτή συμβολίζουμε µε Ι9ο5, ϐ 


και καλούμε: 
λογάριθµο του ϐ µε βάση το α 


Άρα, αν α20, αγ»! και θ20 τότε: Ίορ,θ- χΦα-0 
Η ισοδυναμία αυτή συνδέεΙ το εκθετικό Και λαγαριθµικό σύμβολο. 
Έτσι, π.χ. ο6,8--3 αφού 2:--8, ἶοε.9-2 αφού 32:--9 κ.λ.π. 


Από τον προηγούμενο ορισμό προκύπτουν άµεσα οἱ πιο κάτω βασικές σχέ- 
σεις: 


Γ ὅτα Π) 1ος, αἲ Ξκ 


ΠΙ) Ίοσ,αξ( ἵν) 1ος, 1Ξ0 


9 Αν π βάση είναι α-ΞΙ0 τότε αντί του συμβόλου Ίορσιιθ χρησιμοποιούμε 
το σύμβολο Ιοσθ το οποίο ονοµάζουµε δεκαδικό λογάριθµο του ϐ. 
δηλ. Ίοσθ:κ «9 10:-6. π.χ. Ιοσ100-2, Ιοσ0,[----Ι κ.λ.π. 

9 Αν η βάση εἶἰναῖὶ αΞε, όπου «Ξ-2,71, τότε αντί του συμβόλου 1ος. 
χρησιμοποιούμε το σύμβολο (πθ το οποίο ονοµάζουµε φυσικό (ή νε- 
πέριο) λογάριθµο του ϐ. 


δηλ. (Ἴθςχ«.ε--θ. π.χ. έης --3, αι κ.λ.π. 
6 


Για α.β20, α,β-1, θ.0,..6, 20 και κεχξ ισχύουν οἱ παρακάτω Ισό- 
τητες [Ιδιότητες λογαρίθµωγ): 
1) 198, (6, -)) Ξ196, θ, --Ιο5, θ, 


0 
2) τε Ξ105, 6, --Ιοσ,θ, 


2 


3) 1ος, θ' --κ-Ιος, ϐ 


16, : ”--- 
4) Ιου τεστ (Τύπος αλλαγής βάσης) 
0ος 


α 
β 


ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ 


-- {2 
Εφαρμογές: Να αποδειχθεί ότι 


; 1 
ἢ 1οᾳ, ἤθ----Ἴορ,θ, νΕΝ, ν22 
ν 


ος 1 

Π) Ίος, --Ξ -ἴοςδι θ 
θ 

Πῖ) Ίοβμα.ορ,β- 1 


' 1 
ἵν)  ᾖΙοσθ- 10εη » 1ο5, ϐ 
Ίοσα 


α 


Απόδειξη 


1 
ἡ 1 
) 1ος,3θ Ξ1οΡ,θ’ Ξ--Ιοριθ 
ν 


ως 1 
Π) Ιου, σα Ιοᾳ,1--ἱο5,θ-0--ορ,θ-- --ἰοςι θ 


1ος, α 
108. β 


1 
Π) 1ος,α- Ίοσ,α--«-Ιοσ,α-ἶο Ξ] 
) 1ος δρ [ορ β 6ι α 106, β 
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ἵν) Προκύπτουν από τον τύπο αλλαγής βάσης για βΞ10 και βΞε αντίστοιχα. 


-- ῃογάριθμµοι 


το 


Λυμένα παραδείγματα 


Να υπολογιστούν οἱ λογάριθµοι: 
5 


β. Ἰοδιι100 γ. οι 


δ. Ίος, 3 ε. 198.625 στ. Ιο6ψ10ψ10 
9 


α. Ιο5, 32 


Λύση 
α. Έστω Ιορ,225Χχ. 


Τότε ο... 


ασ.) 


.Έστω Ίοροι ἱ00- κ. Τότε 


(ομ) -100 «»(10:1) 1ος 10”" -ιρ 
9 -ΧΞ292κ--2 


Υγ. Έστω οι σ-κ. Τότε 


Μ2 


1 -ᾱ 
δ” ο ο. ο. ε23 «23 -22 «ο» 
-ἶ 


--ᾱ 
Φ2χ-- Ὁκ---- 
2 2 


δ. Έστω Ιορ, {3 -κ. Τότε 


9 


11’ 5 1 
ρ τμ κκ 


Ον | --- 


ε. Έστω Ίος, 625Ξκ. Τότε 


21’ 11) 
(0.2) --625«5 [) κ 5ο - 

10 5 
Ξ02δ.051-δίςο-χ-4«σχ--4 


στ. Έστω Ιορψ]0ψΙ0 --κ. Τότε 


107 -ψθψΙ0 «5107 --Ι0ψΙ0 «» 10” - 


Ξ102.10 «5» 1033 σι 4κ-λοκ-ὰ 


Αν Ἰοσ.2Ξ-α να ὑπολογίσετε τον 
Ίορ,12. 


Λύση 
Αφού Ίοδ,2-α θα είναι 3-2. 


Έστω Ιοσεἱ2Ξκχ. Τότε 


«Ιλ 231- 22.3 ς»(4) - 


-- (4α η -ι «5 αλαχ ας εως «5 


α-θ 
«»2αχΞ2αἱ«2χΞ με] 


30 


Να βρεθεί ο πραγματικός αριθµός χ αν: 


2 
α. Ιο5 1000--6 Ἅβ. Ιο516- 5 


χ΄΄ Ξ1000 
--- 


α. 1ο6, 1000--6ό«» 
θ«χθι 


αν ος 1 
ο] κ 10) 10 Χξ---- 
«» «4χ 


χ ο» ψΙ0 
θ«χγ-ι θ«κχγκιί θ«χ-ι 
Άρα -Ὁ 
10 


9 3 
β. Ιορ,16-- «ο 1 κ) ΞΙ6 «1κΞΙ ο» 
3 Ίθ«χσκι Ἴθ«σκι 


(ιό) 
«4ΧΞ 163) Άρακ-σά. 
0«χ-ι 


ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ 


-- 44 


4 
16 ----ἶ 4 2 
γ. ορ, ---4 8ἱ 34 
δΙ 
θ«κ»51 θ«κχ-ι 


͵ 2 
Άρακχ----. 
ρασ 3 


4] Να βρεθεί ο ακέραιος χ έτσι ώστε να 
έχουν έννοια στο Ἡ τα σύμβολα: 


1 γχ 


α. 1ος, (3--|χ] 
ϱ, (3 --Ικἰ} τς 


β. 196, 
Λύση 
3--|κ]50 κ] «3 
α. «» «ο» 
0«κκι ο«κχ-ι 
-ὖ- «χ«2 θ«κχ«2 
«» 
0«κσι 


Από τον ορισιιό, 
η ισότητα 
ΙορικΞ ν 

χγ1 έχει έννοια για: 


ι χ»0,θς«αγ] 
Άρα κΞ-2 [διότι χε). 


καιγεκ 
ο μμ οσο 
β.«5δ-κα «9 «» 
0«χ-ι 
0«κχκι 
(κεὐί(κ-5)«θ -ἲ«χ«5 
«» «ὁ «ο» 
0«κχ-ι] 0«κ-ι 
θ0«ςχκς«5 
χ-] 


Άρα χ-2ήχ-δ2δήκχκ-δ4/διόι κεζ). 


Να αποδείξετε ότι: 
α. 31ο5.22ο5.6--05,. 32-32 
β. 2:-3106.2--21ο6: 10ος. 2 


Λύση 


α. 3οᾳ.221ο6.6--ἱο5.22-- 
Ξ]οᾳ6. 2’ «εἷσς. 6’ --ἶοδι 22 - 
-]ος. (2 .6)--Ιος. 32 -- 


δ.36 
. Ξ]ορ.9-2 


Ξ]Ιο6. 3 
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2ος τρόπος 
3]ο6. 22196. 6--ἱοςϱ. 22-- 
-3ο6, 22106. (2:3)--1οᾳ, 2: - 


Ξ2]ο96.2:21ἱο6.2:2]ο6.3--5ἱο6.2- 
Ξ2]οµρ.3-2:1-2 


β. 2:3]οµ.2--2ἱο6. 10 
Ξ]οα 5’ «εἶοα. 2’ --ἰος. 10΄ -- 
Ξ-Ιομ. {5 2) --Ιορ. 10’ -- 

25 


.5 
Ξ]ορ.--ΞΙορς2 
ξς 100 Ἐς 


2ος τρόπος 
23]ο6.2--2]ο6. 10 -- 
Ξ231ο6.2--2]ο06.(2:5)Ξ 


Ξ2:3]ο6.2-2ἱο6.2--2ἱο6.5- 
Ξ24ἱ06.2-2.151ο6.2 


8] Αν Ἰοσ2.Ἴοσδ-α να αποδείξετε ότι 


οἱ αριθμοί Ιο52 και 1055 εἶναι οἱ ρίζες 
της εξίσωσης χ;-χ-α-θ. 

Λύση 

Παρατηρούμε ότι: 

Ιοσ2-ἱο65Ξ Ιορ(2:5)ΞΙοδ10 1 

Αφού λοιπόν ο ο 
Ιοσ2-ΕΙορ--| του τριωνύµου 


2 
και Ιοϱ2-:ἱορ5-α φ()5- αχ” «- βΧΕ} 


ΟΙ αριθμοί Ιοσ2 και 1ο55 τότε; 
θα είναι ρίζες της εξίσωσης ὅ--κι καν --ᾖ. 
α 


χ -χ-α-θ. 


Να αποδείξετε ότι: 
1 


α. απ -το 


καὶ Ρα 1) 
α 


β. α5ν -- ρ. 


Λύση 


--- ῃογάριθμοι 


α. Είναι ἰοσα”-- -- 


1 
Ἴοδαξ][. 
]οσα 
". 
Άρα αἲξ- -10, 
β. 0 λογάριθµος µε βάση β του αριθμού. αὐέβ 


είναι: 


1ο5 α ο) --Ιορβ. Ίοβρ-αΞ- 


Αφού Ἰοσια””” ΞΊοπσα από τον ορισµό του 


λογαρίθµου προκύπτει: αἲ ο) --βύ.”, 


8] Να υπολογίσετε την τιµή της παρά- 


(1ος, 5--Ιοµ, 5) :Ίοςς 5 


στασης: Κ- 
195, 5:06, 5 


Λύση 
Σύμφωνα µε την εφαρµογή (Π1} έχουµε: 


να. } 1 

1ορ-:2 1Ιορ-2) Ιο6.ό6 

. αι σ 
Ίος. 2 | Ίοςς 3 


1ορ.3οε-2 1 


. 1ο6.2:]οςδ.3 Ίο. 
-Ἅ-. -- 
Ιορ- 2:Ίο6ς 2 


1ο6.2 ἰοςδ.2 1ος 6 6 


Ξ1 


1ος. 6 σ Ίος 6 


Αν Ιοσ2-40.3 να υπολογίσετε την 
τιµή της παράστασης: 


1 1 
ΑΞΣΙΟΡ2Η21οµ(2 192) 


21ος(2 «2 ΥΣ) Σ1ος[2- ανν] 


Λύση 


45 --- 


1 1 
ο 1982 11052) κ... Ξ1ο52-0,3 


Αν α»δ!, βΣ1 και α΄ «β΄ - Ίαβ, να 
αποδείξετε ότι: 


1 
ομνς - 2{19βα «1οΡβ) Σ φορα -1οςβ 


Λύση 
α΄ «β΄ -7αβ«»α΄ «β΄ «-2αβ--9αβ «5 


«»(α-β)’ -9αβ [55] Ξ μβ 


οπότε κα! 


]ος .. ΞΙορ(αβ) «» 


«ϱ» 2λομ στ Ξ]ορα--ίοϱβ«» 
1 

πω Ξσ1οβα «ΙΟΡΡ) 

Εξάλλου: 


1 

21ο8α ΓΙοΡβ) Σνοσα-:ἱοϱβ «5 
«»]ορα-ἱοϱβ22φ]ορα-:ἱοϱβ ο» 
(1οσα--Ιοββ)’ Σ 4]οσα[οββ «» 


«(Ίοβα--Ιοϱβ)΄ 2 που ισχύει. 


ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ 


-- 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΑΡ2. Να βρεθεί ο χ από τις παρακάτω σχέ- 
σεις: 


α. Ίο, ὖδ-χ ᾖβ. Ιοριζθθ-χ 
9 


2 
Υ. 1ο, 27- δ. Ίοριό-ᾱ 


ο 


1 
ε. Ίο6ιΧ -- ο. ος, {1ο6, 25) - 


ου 


Α53. Για ποιες τιµές του χεΚ. έχει νόημα ο 


Ὁ Χ-εΙ 
ξοκ 3- χ ει 


ΑΡ4. Αν Ιοσ2--α και Ιοσ3-β.,, να βρεθούν 
ΟΙ λογάριθµοι των αριθμών: 


ν72 


α 9 ο ο 5 058, μη - 


ΑΡΡ. Να αποδείξετε ότι: 


5 3 40 105 
α. 2ἱορ---Εἷο --ἷο --ἷο Ξ-0 
“ο πι πο ας 


75 5 32 
196, -----2ἱ06,-- Εἷρςρ.,---Ξ] 
β ξ 16 δλο ξ 243 


Α56. Να αποδείξετε ότι: 
α. (ο ος[2-«242) -ΑΙομ(ν2 1) - 
ο πα. 


β. 196. 2::ἱ0Ρ,.3322 


Ιοσν125 -εΙοσν27 --Ιοσνψᾶ .ᾱ 
]ο6ϱ15--ἱορ2 2 


Α57. Να αποδείξετε ότι: 
α. 10319Ε2/10Ε2 εΞῄι 


ταε 1ορ25 


β. 100 4 Ξ 20 
Α58. α. Για κάθε αβεξ᾽, αγ! καιρεκ᾽ 
να δειχθεί ότι: 1ος, β σΡΙΕΟΡ ; 
β. Να υπολογισθεί ο αριθµός 4ρέ»., 


ΑΡ9. Να αποδείξετε ότι: 


ου (ορ, ΨΣ] 


γ-ριζικά 


Αθθ. Αν α»Ι και βΣ51, να υπολογισθεί η 
τιµή της παράστασης: 


ΑΞ- Ιορ(α᾿ --1)-Ιοα(β” -Ἱ) ορ] (αβ..!)’ -(α.β)] 


Α61. Αν αβιγεξ᾽ µε β»! και αβ-1 να 
αποδείξετε ότι: 


-.- εξισώσεις 1ου βαθμού Εσσσσσσ---ῄ-Ὑ-------------------------------- 47 -..--- 


οι Εξισώσεις 1ου βαθμού 


Η εξίσωση αχ -βΞ0 
Επίῆυση 
Είναι εύκολο να δούµε ότι: 


και 


.Ἀν α-θ τότε Π εξίσωση ακ--β--0 έχει µοναδική λύση, την χ αν διότι: 
α 


διερεύνηση 


εξίσωσης αχ κβ-θθακ--βοκ- -ᾱ 


Ίου Αν α-θ και β-εθ τότε Π εξίσωση αχ--β-0 είναι αδύνατη, δηλαδή δεν 
βαθμού επαλπθεύετα! για κανένα χ,διότι γράφεται: 
αχ-βξθςοχΧΞ-β-0 
Άν α--θ και βΞ0. τότεη εξίσωση αχ -«β--0 είναι ταυτότητα, δηλαδή επαλη- 
θεύετα!ι για οποιοδήποτε χ,διότι γράφετα[: 


αχ «βξθς»0χΞ0 


Τα παραπάνω συμπεράσματα βλέπετε στον επόµενο πίνακα: 


Μοναδική 


υωα αυ 
Λυμένα παραδείγματα 


Α2 Να λύσετε τις εξισώσεις: α. Είναι: (2χ--Τ)(6όχ--5) -(4κ--3)(9κ-ε!) » 


Α3 α. (2Χ-7)(6χ-:5)-(4κ-3)(3χ 1) ο 12χ2 εΙ0χ-42χ- 35--Ι2χ) γὐχ- Οχ- 3» 
β. (τ΄ --(α2)’ -(2κ-1)’ --(4-- 2)’ «ο» -ὀ2χ-25δ--ὅχ-ὁ»2Ίχὔ2-0«» 
Λύση ϱ21κ--ὔ2οκ--ᾱ- 


ϱ Κάνουμε τις πράξει | 
; ο να ος ; : β. Έχουμε: 
9 Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους. 
2 2 2 
ο Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και καταλή- (κ--1) -(κ-2) Ξ(2χ-1)1--(3--2χ) ο 


γουµε στη µορφή αχ --β «κ΄ «2κΙ- (κ) 4κ-4)- 
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--. 


Ακ εΑκ-Ι--(9--Ι2κ-4κ2) 


«Φχ) Ε2χε]- χ΄--4χ-4-- 

-4χ) 4χΙ-9-12χ-- 4χ7 

-2χ-2Ξ]6χ- ὃς» -2χ- ]6χ-2-δ 
5 


«»-Ιδχ-- δσχ---- 
18 


Να λυθεί π εξίσωση: 


χ-2 2χτ{Ι . 2χ-3 - 
3 ρ 6 


Λύσπ 
9 Κάνουμε απαλοιφή παρονοµαστών πολλαπλασιά- 
ζοντας µε το Ε.Μ.Π αυτών και τα δύο µέλη. 
ϱ Κάνουμε τις πράξεις 
9 Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους. 
9 Κάνουμε αναγωγή οµοίων όρων και καταλήγου- 
µε στη µορφή αχ Ξβ 


χ:2 2χΧτίΙ 2χ-35 
3 2 6 


Χ12 «2Χ311 62-53 δα» 
3 2 6 


Χο» 


2(κ2) 3(2χ | 1) Ξ 2κ 34- 6χ «» 
2χ-4-6χ -2-2χ-2-όχ«νθχΞ-4 
είναι αδύνατη. 


Να λυθεί η εξίσωση: 


(4κ- 5)(κ- 2)(1- κ)-0 


9 αβγΞθ«» 
αΞ0ήβΞ0ήἠΥ-0 
(4κ- δ)(κ--2)(1-κ)-θ«» 


4χ-- 5-0 5 

ε ΧΞ--- 

η 4 
«Φ»4Χ-2Ξ0 «ΙΧΞ2 
ή ΧΞΙ 


[α] Να λυθεί η εξίσωση: 


(1 - κ) ας (2κ--3) -ε(--κκ2) -θ 
Λύση 
9 Αν α.βΥΞ0, τότε; 
α΄ --β’ -«Υ΄ -- 3αβγ 
9 Αν αβξθς«»αΞθ ή βΞΟ0 


Επειδή (1--α)--(2χΧ--3)-Ε(--χκ--2)--0 


ισχύει: (1-- κ) -ε(2Χ--3)) -(-κ-2)΄ -- 
4(1- κ)(2κχ--3)(-κ-2) 


Άρα (1- κ) α(2κ-3) α(-κκ2-θος 
ᾱ(1- χ)(2χ--3)(-χ-2)-0« 
1-χ-θή2χ-3-0 ή -κα2-0 


3 
ή ΧΞ2 
2 


Λύση 


ϱ Μια εξίσωση λέγεται ρητή ή κλασματική εάν 


έχει τον άγνωστο στον παρονομαστή. 
Για να λύσω µια κλασματική εξίσωση κάνω τα 
εξής: 

9 Βρίσκω το Ε.Μ.Π. των παρονομµαστών (αφού τους 
παραγοντοποιήσω) και το θέτω διάφορο του µη- 
δενός. 

ϱ Γολλαπλασιάζω και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε 
το Ε.Μ.Γ για να κάνω απαλοιφή των παρονοµα- 
στών. 

9 Από τις ρίζες που θα βρώ δέχομαι εκείνες που 
κάνουν το Ε.Κ.Π διάφορο του μηδενός. 

9 [ο Ε.Κ.Γ είναι το γινόμενο που έχει τους κοινούς 
και µη κοινούς παράγοντες και καθένα µε τον 


µεγαλύτερο εκθέτη. 


Μέρος Β - Κεφάῆαιο 1 ----- 


Α2 
Α9 


--- εξισώσεις Ίου βαθμού --------------- 40 --- 


χ-θ Χχ-2 
() «» 2χ(κ--2) Ξξ 

ΕΚ.Π.:2χ(κ-2)«0 «5 «και 2χ 

χ-24090χ42 2χ(χ--2) ο 2χ(χ--2) «» 

χ-2 χ(κ--2) 
ον -Ἡ 4 (κ--2)(κ-2)---4κ ιδ» 
Ξ Ἔ «» 

οχ ὂ2-κ χ)-2χ . 
χ.2. 2 4 Φ(κ-2)5-4κ εδ χ]-Αχγ4- -4χεδ 
2χ σος τε «Φχ) -4χγ4μάχ- ἃ-θς» 
χ-2 2 4 


0) Φχ΄-4-0(κ-2)(κ12)-0» 
χ-250«2κ-2 απορρίπτεται 
Φ»1ή 
Χε2Ξ0«,2κχκ--- δεκτή 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΒΙ. Να λυθούν οἱ εξισώσεις: Β4. Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 


α. (3κ--5)΄ -(9χ᾽ -25)--όκ-.Ι0--0 αι τα 
χ-ᾱ ο-κχ” 
Χη3 213 


3 β. 


β. α- ἆ 6 4 


- Ἔ Ξ1-- 
χ--4ᾱ χ-2 χ-2 


Β2. Να λυθούν οι εξισώσεις: Ὡς ο δυμααδοπε 


α. (κ-τ)΄ -(κ-2) -- (1-2) -(5-2κ)’ 


α. κ-ὃ α-ὰ, 

β (κος (8 α- δαν) π.χ. 

ο 6 2 1 
β. Χ:2 Χ45 

Β3. Να λυθούν οι εξισώσεις: 
ο ἀκ Το η2κ µς ΤΗ Β6. ΊΝα λυθούν οἱ εξισώσεις: 
4 ”.- ου 

β. (κ) -4) -(κ:2) (κ 14)-0 ο ας 

β Χ 1 ---- 


ποτ χουν. αρ. 
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Μέρος Β - Κεφάῆαιο 1 ----- 


Παραμµετρική εξίσωση ονομάζεται κάθε εξίσωση, που οἱ συντελεστές των α- 
Παραμετρι- γνώστων ή ο σταθερός όρος εκφράζονται µε τη βοήθεια γραμμάτων κα! όχι 
Κές συγκεκριμένων αριθμών. 


εξισώσεις Για παράδειγµα, οἱ εξισώσεις 


Ίου βαθμού αλκ εἰ-7, Ακ-Ίμει, (αβ)κ-] 
είνα! παραµετρικές. 
Τα γράμματα (α, β, λ, µ....) ονομάζονται παράμετρο! της εξίσωσης. 


Κατά τη διερεύνηση µιας παραµετρικής εξίσωσης της µορφής αχ --β-0.,προ- 
σπαθούµε να διακρίνουμε για ποιες τιµές των παραμέτρων ῃπ εξίσώση έχει µο- 
ναδική λύση, για ποιες τιµές είναι αδύνατη και γΙα ποιες τιµές είναι ταυτότητα. 


Έτσι, διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 


» Βρίσκουµε τις τιµές των παραμέτρων για τις οποίες είναι α-θ. Για τις τιµές αυτές η 
εξίσωση έχει µοναδική λύση. 

» Βρίσκουµε τις τιµές των παραμέτρων για τις οποίες είναι αΞθ και β-0. Για τις τιµές 
αυτές η εξίσωση είναι αδύνατη. 

» Βρίσκουµε τις τιµές των παραμέτρων για τις οποίες είναι αΞθ και βΞ0. Για τις τιµές 


αυτές η εξίσωση είναι ταυτότητα. 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 


2 
λαο θά κὸις. 


α.(Χ--Ί)κ--λ2-Ι. β.(1-2)κ-λ) 2 ποπ πα λ 1 
γ. λχ- 2-- 4χ-ςλ 2η περίπτωση 
Αν λ-1Ξ0«»λΞ]Ι , κάνοντας αντικατάστα- 
Λύση ση στην εξίσωσπ,προκύπτει: 
α. Ἡ εξίσωση είναι στη µορφή αχ Ξ β, µε . 
(α-λ--Ι, βΞΛλΟ --Ι), οπότε έχουµε; (εκ 90χ-0 


που είνα! ταυτότητα, δηλαδή η εξίσωση έχει 
άπειρες λύσεις. 

. Ἡ εξίσωση είναι στη µορφή αχ Ξ- β, µε 
(α-λ.--2, β-λ 2) οπότε έχουµε: 


1π περίπτωση 


Αν λ-Ιτθςλ-], η εξίσωση έχει µονα- β 
δική λύση: 


--- εξισώσεις Ίου βαθμού κ-----ιι------κα ἢ] --α 


1π περίπτωση 1π περίπτωση 
Αν (λ.--2):(λ14:2)-40 9λ.--2:40 και 
λε2φθς»λκ2 και λ-2 


Αν λ-2-0«»λ-2, τότε Π εξίσωση έχει 


ο πα λ --2 Τότε η εξίσωση έχει μοναδική λύση: 
., ος 142 1 
2 περίπτωση Αα ο. λ- 


Αν λ-2-0«5λ-2, τότε µε αντικατάστα- 
ση στην εξίσωση προκύπτει: 
0χ-27.2«50χ-ό 
που είνα! αδύνατη. 
γ. Ἡ εξίσωση δεν είναι της µορφής αχ β, γΙαυ- 
τό λοιπόν κάνουµε πράξεις και προσπαθούμε 
να τη φέρουμε στην ΠΙΟ πάνω µορφή. 


2Π περίπτωση 
Αν (1--2):(1.2)Ξ0ΦλΞ2ήλΞ-2, έχου- 
με: 
ἱ.Παλ-- 2, αντικαθιστώντας στην (1), προκύπτει: 
0χΞ22ς«50χΧΞ4 
που είνα! αδύνατη. 
Π. Παλ-- -- 2, αντικαθιστώντας στην (1), προ- 
λκχ-2-4χγλ» κύπτει: 
0χκ--2-2«20χΧΞ0 
που είναι ταυτότητα, δηλαδή η εξίσωση έχει 
άπειρες λύσεις, 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


λχ-4κλε2 (1-21 52)κΞλ42 (1) 
ἡ β 


α 


Β7. Να προσδιορίσετε τα α και β έτσι ώστε Οἱ Β11. Να λυθούν οι παραµετρικές εξισώσεις: 
παρακάτω εξισώσεις να είναι αδύνατες ή : - Α2 
αόριστες. α. (Χ’ -θ)κ --λ' --2λ Α8 
α. (α--Ί)κ-α--ἶ β. (α-β)χ-β-!Ι β. δ(λ 9 κγ4- 2κ5(λ1) Α5 


Β8. Να λυθούν οι παραµετρικές εξισώσεις: 
α. (1 --4λ)κ -- --2λ 
β. λ(λ-κ)-2λκ--δλ--6 
γ. λ(κ-τ)ξμ(λακ- μ) 
δ. λ(λκ--2)«6-- µ(λκ-1) 


Υ. (κ -λ(λ (152) 

δ. (14:2)κ-ς4(2λ-.Ι) --λ' --4(χ-!) 
Β12. Να λυθούν οἱ παρακάτω εξισώσεις: 

α. λ(2χλ):7-2λ.Ξ λ' -3(19- κκ) 


Β9. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις; β. (μ΄ -4)κ -μ᾽ -2μ 
Χ Χ 
α. ο μωνα β. - Ξ ο γ. θχ 3. δ απ ἂμιρ). 
α-ἱ αγ α-β αἲβ 20µ 20 20 
Β10. Να λύσετε την εξίσωση Β13. Για ποιες τιµές των λ Και µ π εξίσωση 
1 κγλλ2(λκ-1)--λ -θχ, μπας 
για τις διάφορες τιµές της παραμέτρου λ. 3 τσ ες 
ἰ, είναι αδύνατῃ, ἴ. είναι αόριστη 
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και 
διερεύνηση 
ανίσωσης 
1ου 


βαθμού 
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Ανισώσεις 1ου βαθμού 


Όταν στις ανισώσεις αχ--β320, αχ-Εβ «0 τα α, β δεν είναι συγκεκριμένοι 
αριθμοί τότε οἱ ανισώσεις αυτές ονομάζονται παραµετρικές. 

Ἡ διαδικασία προσδιορισμού των λύσεων µιας παραµετρικής ανίσωσης ονο- 
µάζεται διερεύνηση. 

Από τη διερεύνηση της ανίσωσης αχκ--β20, όπου α, β είναι παράμετροι, 
προκύπτουν τα εξής: 


β 


«Αν α Σ Οτότε αχεβΣθ«ΦαχκΣ-βὼςα»--- 
α 


δηλαδή η ανίσωση αχ--β20 έχειτις λύσεις χΣ .µ : 
α 


"Αν α « Οτότε αχ»β20«5 ου 
α 


δηλαδή Π ανίσωση αχ --β320 έχειτις λύσεις χ« .ν 
α 


Άν αξ 0 και β 2 0 τότε η ανίσωση γίνεται: 
0.:χΓβΣ0«ΘβΣ0 
που Ισχύει. Άρα π ανίσωση επαληθεύετα! για κάθε πραγµατικό αριθµό χ. 


Άν α Ξ 0 και β-«0 τότε η ανίσωση γίνεται: 
0.χΓβΣ0«βΣ0 
που είναι αδύνατη. Άρα Π ανίσωση είναι αδύνατη. 


Τα συμπεράσματα αυτά συνοψίζοντα! στον παρακάτω πίνακα. 


Επαλῃ- 
θεύεται 
για καθε χ 


Με τον (ίδιο τρόπο διερευ- 
νούµε την ανίσωση 


αχ--β «0. Προκύπτει έτσιο 
επόμενος πίνακας. 


Με όµοιο τρόπο γίνεται η 


διερεύνηση των ανισώσεων θεύετα! 
αχ-β20 και αχ-βςθ. για καθε χ 


--()//σώσεις Ίου βαθμού η 538 υ---ῃ 


ο ο ο ο ἸΚλειστό διάστηµα µε άκρα α, β Συμβολίζεται: [α, β] 
ονομάζουμε το σύνολο των αριθμών χ Παριστάνετα!: 
με: α 

Γραφική ασχΞβ 

παράσταση 

(Πο β. Ανοιχτό διάστηµα µε άκρα α, β ονοµά- Συμβολίζεται: (α, β) 
ζουμε το σύνολο των αριθμών χ µε: Παριστάνετα!: 

ανίσωσης α«κ«β α 
1ου 


Ανοιχτό αριστερό διάστηµα µε άκρα α,β Συμβολίζεται: (α, β] 
ονομάζουμε το σύνολο των αριθμών χ Παριστάνετα!: 
με: . 
α«κς«β 


βαθμού 


Ανοιχτό δεξιά διάστηµα µε άκρα α, β Συμβολίζεται: [α, β) 
ονομάζουμε το σύνολο των αριθμών χ Παριστάνετα!: 


με: ακκς«β α 


.Ο συμβολισμός (--ο.α] εκφράζει το σύ- 


ΝΟλΟ των αριθμών χµε χ-«α 


Ενώ ο συμβολισμός (--.ο,α) εκφράζει 
το σύνολο των αριθμών Χχµε Χ«α 


στ. Ο συμβολισμός [α. -οο) εκφράζει το 


σύνολο των αριθμών χµε χ2α 


Ενώ ο συμβολισμός (α. :οο) εκφράζει το 
σύνολο των αριθμών χ µε χ2α 


ζ. Το σύνολο των πραγματικών αριθμών Ἐ µετη µορφή διαστήματος γράφε- 
ται: {--,-ςο), δηλαδή Ε -- (-.0,-οο). 
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Λυμένα παραδείγματα 


. Να λύσετε τις ανισώσεις: 
α. 4(κ1)--3(2χΧ--7)35--3(κ3)--κ 


β. 2(1--4κ)--4(1-.2χ)53(2χΧ-.3)--2(3κ-3) 
Λύση 


ϱ Κάνουμε τις πράξεις 

9 Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους. 

ϱ Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και καταλή- 
γουµε στη µορφή αχ 2β ή αχ β. 


α. 4χ -4- όχγ2ἱ15- ὀχ-θ-χ«» 


22-29 2χ2- 


βΡ. 2- ὃχ- 4 δχΣόχ-0- 6χ- 6.» 0χ5-13 
Άρα ισχύε! για κάθε χ πραγµατικό. 


Να λύσετε την ανίσωση: 


ὃχ--1 0χ- 3 6χ-5 
2 2 


3 


Γδχ-2« 


-Γ 


Λύση 
9 Κάνουμε απαλοιφή παρονοµαστών Πολλαπλα- 
σιάζοντας µε το Ε.Κ.Π αυτών και τα δύο µέλη. 
9 Κάνουμε τις πράξεις 
9 Χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους. 
ϱ Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και καταλή- 
γουµε στη µορφή αχ 2β ή αχς β. 
0Οχ-3 6χ-5 
Ἕθτ- «» 
3 
«»3(3χ--|)6.5χ--12«3(9χ--3)2(6χ--5) 5 
«5» --Ι5«--Ι9 που είναι αδύνατη. 


2χ--]Ι 


Είναι: Εδχ-2ς« 


ἵ) Να βρείτε τις τιµές του Χ για τις οποίες 
συναλπθεύουν οἱ ανισώσεις: 


Λύση 
Για να βρούμε τις κοινές λύσεις ανισώσεων: 
ϱ Λύνουμε κάθε µία χωριστά. 
ο Γἱαριστάνουμε τις λύσεις της κάθεµιάς στον ίδιο 
άξονα. 
9 Προσδιορίζουμε έτσι το κοινό διάστηµα λύσεων. 


Είναι 


ο. ο -- 


ο ο ο - 
67 


2χ--] 1«2Χ 9 1ς2Χ- 
3 5 3 
5(2κ--[)--15«6κ «5 10χ--5-ἶδ«όχ 


1 


Ι5 «1555 «5 


Ι0κ-6χ «209 4κ«20οχ κ οκ «5 


Να βρεθούν οι τιµές του Χ, για τις οποί- 
ες συναληθεύουν οἱ ανισώσεις: 


χ-220και δχ-δ-ς- 9χ 
Λύση 
Είναι: 
(κ-220 και δχ--ᾱ- 32) (κ22 και οχ--2χ- 8) 
«(κ22 και 2χς 8) 
Φ(κ22καικς4) 
Στο σχήµα παρακάτω παριστάνεται το σύνολο στο 


οποίο συναλπθεύουν οἱ ανισώσεις. 
2 4 


Ὃννν 


--(νγισώσεις Ίου βαθμού 


Να λύσετε την ανίσωση 
(1-0) δλ(κ-2)5(2-λ)κ για τις διά- 
φορες τιµές της παραμέτρου λ. 
Λύση 
ϱ Κάνουμε τις πράξεις 
9 χωρίζουµε γνωστούς από αγνώστους. 
ϱ Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και καταλή- 
γουµε στη µορφή αχ 2β ή αχς β. 
Πρώτα γράφουμε την ανίσωση στη µορφή: 
αχ-β»0 ή αχ-βςθ. 
Είναι (1--Όκ--λλ(κ-2)(2-λ)κ» 
«»(λ- 0κ-2λκ-όλ»δ(2-λ)κ» 
«δ[(λ--1) -2λ--(2--λ)]κ-όλδ0» 
«» (5λἱ.--3)κ--6λ »0 
Βλέπουμε λοιπόν ότι ηῃ ανίσωση γράφεται! στη 
µορφή: 


55 -- 
αχκ-β»20, όπου αΞδλ-2,β5-6λ. 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
.Αν 5λ-3250, δηλαδή αν 125, τότε 


6λ-3)κ-δε» 0 61-Ακλδλ κ 


.Αν 5λ--3«0, δηλαδή αν λ«Σ, τότε 


6λ 
5λ.--3 


(9). - 2)κ- θλσ0ςς»(5λ-2)κΣόλ«οκς 


»Αν 5λ--3--0, δηλαδή αν λ-ᾱ, τότε Ππ ανίσω- 


᾿ 3 18 . . 
ση γίνετα!: ασ ους μοι. όπου εἰ- 
ναι αδύνατο. 

Άρα στην περίπτωσπ αυτή Π ανίσωσῃ είναι αδύ- 
νατη. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β14. Να λύσετε τις ανισώσεις: 


: 3Χ ΣΧ | β. 6 κ 3Χ12 
4 3 δ 6 
Β15. Να λύσετε τις ανισώσεις: 
α. 2(κ--!)--(κ-3)-«ᾱ--2(κ--3) 
β. χ-2 ΧΙ] 3χ 
5 2 10 
Β16. Να λύσετε τις ανισώσεις: 
Χ-ἶἰ ΧΙ 2χ-(ά χ-ό 
α. .. κά .. 
4 5 5 20 
β. 6-ὖχ 2Χ1δ ο γ1ς«4Χ 2ΙΧτΙ4 
4 3 α -Ἱο 


Β17.Να βρεθούν οι τιµές χ για τις οποίες συ- 
ναληθεύουν οἱ ανισώσεις: 


χιΣ χι (1), 
4 3 5 15 


Β18. Να λυθεί Π ανίσωση: λ(κ-ε!) Σ1--2 για 
τις διάφορες τιµές του πραγματικού α- 
ριθμού λ. 


Β19, Ναλύσετε καθεμία από τις παρακάτω ανι- 
σώσεις για τις διάφορες τιµές της πραγ- 
µατικής παραμέτρου λ. 

α. λακ-2«ΧΑΛλ 

β. 2(λκ--1)ε2(2λ-χ) «κ 


1 3χ-2. 5χ 
ἀ- 5 
4 4 


Ρ20. 


Να λυθεί Π ανίσωση: 


Β2Ι. 


Δίνεται Π ανίσωση 
2χ--δ(λκ--2μ)«2λ--2(κ-.3) 

Να προσδιορίσετε τις τιµές των παραµέ- 

τρων λ, µ για τις οποίες η ανίσωση επα- 

ληθεύετα! για κάθε πραγµατικό αριθµό χ. 
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Εξισώσεις µε απόλυτες τιµές του αγνώστου 


Για τη λύση εξισώσεων µε απόλυτα χρησιμοποιούμε τα εξής: 


Λύσπ 
εξισώσεων 


με 


πο 
απόλυτα 3 .- 


1 Να λύσετε την εξίσωση: 
|κ--4θ14| --|χ|-- 0 


Λύση 

Η εξίσωση λύνετα! πιο εὔκολα αν την ερμπνεύ- 
σουµε γεωμετρικά. Έχουμε ότι: 

»|Χ--4014| είναι η απόσταση του Χ από το 4014. 


» |Χ] είναι π απόσταση του χ από το 0. 

Άρα π εξίσωση |κ--4014/--ἰκ]--θ«» 

[κ--4014| -- ΙΧ] λέει ότι ο χ Ισαπέχει από το 4014 
και από το 0, δηλαδή βρίσκετα! στο µέσο της 
απόστασης ἄ[0, 4014) και συνεπώς κ-- 2007. 


0 χ-2007 4014 


πανω τω μμ ω». 


-.. 


ίσες αποστάσεις 


Να λύσετε την εξίσωση: 


[|κ--1[ -- 2χ 


Λύση 
Είναι φανερό ότι για να έχει λύση Π εξίσωση πρέ- 


Ξα, αΣλθ«κχ-α ή χΧ--α 


πα σχ-αήκ--ᾱ 


-α. α-θ είναι αδύνατη. 


Λυμένα παραδείγματα 


πει να Ισχύει χ240. Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουµε ισοδύναμα: 


[εκ --|--2χ«55ἱχ--|--2χ«» 
«δ]κ--2χ-5 
Για να έχει λύση η |κ--{|-- 2κ--5 πρέπει να Ισχύει: 


ὰκ-δ209κ22 


Έτσι, έχουµε ταυτόχρονα δύο περιορισμούς, τους 
9) | ο 5 
χΧ20.Χ2 ο) οἱ οποίοι συναλπθεύουν για χ2 . 


Άρα για να γίνε! δεκτή κάποια λύση της εξίσωσης 


|κ--Ι--2χ--5 πρέπει να ανήκει στο διάστηµα 


ἱκ-1-2κ-δοχ-1[-2χ-δήχ-]--2χιδο 


Φκ-άβήλχ-ός» 
ωὠχ-αήκχκ-2 


--- εξισώσεις µε απόῆυτες τιµές του αγνώστου 


Ἡ κ-2 όμως δεν βρίσκεται στο διάστηµα 


Ε . .) και επομένως απορρίπτετα!. Άρα Π λύση 


της εξίσωσης |χ--Ι[-- 2χ--5 άρα και της αρχικής 
εἶναιη χ-4. 


Να λύσετε την εξίσωση: 


2Χ-- 3-1 


-2χ-|χ- 3-7 
3 


Λύση 
Κάνουμε απαλοιφή παρονοµαστών πολλα- 


πλασιάζοντας µε το Ε.Μ.Π αυτών. 
Εδώ είναι το 2. 


2|κ--3]-1 


Είναι: ρα. μ- 


«»2ἱκ--3|-εΙ- 6χ- 3χ--3--21«5 
«δ]χ--1|----6χ--20 


Τώρα είναι φανερό ότι για να έχει λύση Π εξίσω- 
ση αυτή πρέπει να Ισχύει: 


-δκ-2030 9 -δχ220χκ---- 


Υπό τον περιορισμό αυτό έχουµε: 
ἱκ--3]---όχ--20«5 
«ωκχ-2-6χ- 20ήχκ-2Ξόχ-2θς» 


«ΧΞ-ΙΤήοχ- 23» 


σοκ. 1 
ἤ 5 


Παρατηρούμε ότι από τις δύο αυτές λύσεις, ῃ 


«ΣΟΣΧΞ- 


17 - ῃ 10 
χ- πο δεν ικανοποιεί τον περιορισμό χ-« - 
και επομένως απορρίπτεται. Άρα π μοναδική λύση 


: Ἡ 23 
της εξίσωσης είναιη κ-- . 


4] Να λυθεί Π εξίσωση: [1 -οκ-1 


ϱ7 -- 


Λύση 
Είναι: 
χκ2Ξ2χ-1Ι 4) 


κα-βκνήη 
χ.2--(2χ1) (2) 


Δύο αριθµοί έχουν ίσες απόλυτες τιµές όταν 
καὶ µόνον όταν είναι ίσοι η αντίθετοι. Η ισο- 
δυναµία αυτή συμβολικά γράφεται: 


α|--ᾖβί«α-βήα--β 


Όταν |αἰ--[βΙ τότε µερικές φορές λέμε ότι οἱ 
αριθμοί, α, β είναι ίσοι κατ’ απόλυτη τιµή. 


(1) 9 κι2-λ2χε]ίσκ-2χ--2ί«» 
-ἃτ-ι κ! 


(ὀ)«οχιῤ--2χ-Ι9κχ2χ--2-1«» 


2χΧ- -3«χΧΞ--ἰΙ 
Επομένως οἱ λύσεις της εξίσωσης 
εἰναιχΞ 1 ήχΈ -Ι. 


Να λύσετε την εξίσωση: 
κ--τ--1--|κ-δ]-ε|κ--τ 
Λύση 
Είναι |χ--2|--[-κ-λ]-εκ-ἰ«» 
ἱκ--2]--1--κ-2-ἰκ-τ-0 
Πρώτα βγάζουμε τις απόλυτες τιµές της παρά- 


στασης |χ--2]--[--ἰκ--2]--[κ--1 κατασκευάζο- 
ντας τον παρακάτω πίνακα; 


Χ -ο --ᾱ 1 2. "του 
ἱκ- 2) ΧΤ2|-χτ2!-χκτδικ-2 
μα) --ᾱ-5ιΧΓ31 κιδ |χκτ2 
ἱκ- 1 -κἙ]ι κε] κ-ἵ κ-ἰΙ 

ἱκ-2-1-|κ-ά- κ κελι κ-δ|-ὃχ - κ-5 


Άρα είναι: 


Χ2. ανςχκς-3λ 
-χ-2,.αν -ὄσκς«] 
-ὃχ-]αν]«κχς2 


-ᾱ--δ, αν Χ22 


ἱκ--2|--[--κ--λ--ιχ-ι-- 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΕΣ ΤΙΜΕΣ 
ΤΟΥ ΑΓΝΩΣΤΟΥ 


- 5δ 


Έτσι, από την εξίσωση 
{κ--2]--[--κ--λ]--ικ--1--0 


προκύπτουν οἱ εξισώσεις: 
Αφού γράψουμε τον τύπο χωρίς τις απόλυτες 
τιµές, λύνουμε την κάθε µία εξίσωση και δε- 
Χόµαστε τη λύση της , αν ανήκει στο αντί- 


στοιχο διάστηµα. 


«χγ2-θωκ--ᾖ 


µετον περιορισμό κ «--2 π οποία είναι αδύνατη. 


. -κ-2Ξθ9κ--ἢ 


µε τον περιορισμό -2«κ«Ι. 
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ο. 

3 
µε τον περιορισμό 1«κ-2, οποία είναι αδύ- 
νατη. 


-κχ-οΞθσκ--» 


µετον περιορισμό χ 2 2, ΤΠ οποία είναι αδύνατη. 
Επομένως π μοναδική λύση της εξίσωσης: 
[κ --2]--1-[κ--3]-εικ--{ ᾿ 


είναιη κΞ---. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β22. Να λύσετε τις εξισώσεις; 
α. |-4χ--δ-2 β. |χ--2--|2χ--3 


Β23. Να λύσετε τις εξισώσεις; 


α. |χ]--|κ]--3 β. ΙΧ -|κ--2 


Β24. Να λύσετε τις εξισώσεις; 


-- 


α. 15 2|κ--1--Ι 


β. ΙΧ! 2ἰκί-1. |κη2 
2 9 4 


Β2Ρ. Να λυθούν οι εξισώσεις : 
ἱ. οκ --[--3 Πιν ΧΕΙ 4-0 


Π, ϱκ-1-0 ἵν. |2κ--1|--|--3]-0 


Β26. Να λυθούν οι εξισώσεις: 


[κ 2-2κε1 


Π, 3]κ-ε{Ξ]κ-ό6] 


ήν κε {[-]2χ--4]--0 


Β27. Να λυθεί η εξίσωση: 


κ-ί μια 


: 2 Ξ|-κ2 (1) 


Β28. Να λυθούν οἱ εξισώσεις; 
[και 2κ-4 . κ-2--κ] 
Β29, Να λυθούν οἱ εξισώσεις; 


α. [κ-1-2-3 β. |α|-κ]-4-θ]κ 


Β30. Να λυθεί η εξίσωση: 
ἃια--2--α[-2κ-0 (1) 


-- εξισώσεις µε απόῆυτες τιµές του αγνώστου 
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Στις ανισώσεις που περιέχουν απόλυτα χρησιμοποιούμε τις Ιδιότητες: 


1. π.δ, θ»ὐς-θςκ«ρ 


2. |κ206, θ209κς-θήκ20 


Ανισώσεις 
με Αν θ«0: 


απόλυτα 


Η ανίσωση |κ|«θ είναι αδύνατη (αφού |κ/20) 


Η ανίσωση |κ/26, ισχύει για Κάθε χεξ. 


Γενικά ο τρόπους που λύνουμµε ανισώσεις µε απόλυτα φαίνετα! στα επόµενα Πα- 


ραδείγµατα. 


Να λύσετε τις ανισώσεις: 
α. 3--2χἱ«8 β. Ἰχε!Σ12 


Α6 


Λύση 


α. Είναι: ᾗ-2χι«δ«. -ᾱ«3-2χ«δ«» 
ο ηλ πε ων ο. 
2 2 


β. Είναι: [ὔχς ή] ΊχεΙς--Ι2 ή Ἰχκε!σί25 
«ο Ίκς-ΙδλήἸχκΣ]ι» 


7 Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς 
αριθμούς Χχ για τους οποίους ισχύει: 
2«/5χ-6 «8 
Λύση 
Αρκεί να συναληθεύσουµε τις ανισώσεις 
μχ--6ἱ32 
ᾖχ- 6 «8 


.Είναι: [ὁχ- 62243 5χ-6- -2ἠ5χ-6Σ29 
Φοχς4ή2χ2δ«- 


ος 
5 9 


Επίλυση ανισώσεων που περιλαμβάνουν απόλυτες τιµές 


Είναι: ᾖχ-6ι«δ« -δᾱ«δχ-6«δ«» 
«ο -2«δχ«]ά4 


2 
τσ «χς«--- 
5 5 


Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η 
2«|5χ--6| «8 επαληθεύεται από τα χ εκείνα για 
τα οποία ισχύουν ταυτόχρονα οι: 


Άρα, όπως προκύπτει από το παραπάνω διάγραµ- 
μα, για να επαληθεύεται Π 2«|5χ--6.« 8 πρέπει 


να Ισχύει -σκκες ή να ως 


ο ο 5 


8] Να λύσετε την ανίσωση: |χ--3]« 4χ-ε1 


Λύση 
Αν 4χ-εΙ «0 τότεῃ ανίσωσῃ είναι αδύνατη. 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΕΣ ΤΙΜΕΣ 
ΤΟΥ ΑΓΝΩΣΤΟΥ 
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Άρα πρέπει καταρχάς να Ισχύε!: 
4χΓ]12θςχ2 -ᾱ 


Υπό αυτόν τον περιορισμό έχουµε: 


|κ---«δχιίςν -4ᾱχ- ἰ«κ-2-δκ-ιί 
» Από την -4χ--Ι«κ-- προκύπτει: 


-4κ-Ικκ-θρσκ22κὰς 
»Απότην χ--2« 4χ-Εἰ προκύπτει: 
ο...» 


Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι οἱ λύσεις 


της ανίσωσης |κ--3]««4κ-ε!Ι είναι τα χ εκείνα για 
τα οποία ισχύουν ταυτόχρονα οἱ: 


4 5 3 
Όπως φαίνεται στο διάγραμμα οἱ ανισώσεις αὐ- 


τές συναληθεύουν για χ ς 


Συχνά, όταν έχουµε να λύσουμε µια ανίσωση µε 
απόλυτες τιµές, µας συμφέρει να βγάλουμε πρώ- 
τα τις απόλυτες τιµές, όπως ακριβώς κάναμε και 
στην περίπτωση των εξισώσεων. 


Να λύσετε την ανίσωση: 
[κ--3]--κ-2 5 |κ 
Λύση 


Είναι: χ--δ]--ιχ--2]Σ ΙΧ «σ|χ--2]--ιχ--2|--ἰχ/20 


Χ πω 0 2. Ἴσο 

{κ -3 --κ--3| κι χ- | κχ3 

ἱκ- 2 ΧΓ2|-χΧΓ2|-χΧτ2|κχ-2 
ἱκ--3.-κ- 2-ΙαΙ κ 5|ῶχεΙ χει 5 χ 
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Με τη βοήθεια του παραπάνω πίνακα γράφουμε 
την παράσταση |χ--2]--ικ--2/ --ἰκι 

χωρίς απόλυτες τιµές ὡς εξής: 

Χ-δ.ανχς-2 
3χΙ.αν -3-«κς«ςθ 
χΧΓιανθςςκς2 


5δ-χ.ανχ»22 


[κ --θ]--ικ--2]--ἰκί -- 


Επομένως από την ανίσωση |κ--3]--ἰκ--2]--Ικ]20 
προκύπτουν οἱ ανισώσεις: 


» χ-53240 και χς«--, οἱ οποίες δεν συναλῃ- 
θεύουν για κανένα χ. 


» 2χΙ120 και -2«κ-«ςθ, οι οποίες συναλῃ- 


θεύουν για - «χ«θ, 


»Χ{ΓΙ1320 καιθ-«κ-«2,οιοποίε συναληθεύ- 
ουνγιαθ-«κς2. 


»5-χΧ20 και χ»Σ2, οι οποίες συναληθεύουν 
για 2«Χς5. 


Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι Π αρχική 
ανίσωσῃ επαληθεύετα! για: 


-ασκ«ο ἠήθ«κς«2 ή 2«χς«δ, 


δηλαδή για - «χςδ, 


Να λυθεί π ανίσωση: 


5(4- χ)«|κ-2 (0) 


Λύση 
α.Αν χ-2«0θ«σχς«2 τότε 


() «5» δ(4- χ)«-χ2«20-δχ«-χ 2» 


«ο -δχΕχ«-20-2ς -ἄχ «--ἰδ 
9 


ο. 
«ΦΟΣ «)ὐχΧ”2-- 
πη 9 


απορρίπτεται διότι χ-«2. 
β.Αν κ-2250«5κ»22 τότε 


() «5 σ(4- κ) «κ-2«520-δχ«χ-2«5 
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-- εξισώσεις µε απόῆυτες τιµές του αγνώστου 


«ο -ὅχ-χς«-20-2«5-6χς«-22« ο ο... 


--22 1 , 6 
ορ οἝν αι δεκτή 


«5 2(ίκ--1--1)-δίικ--2|--ἴ) «24 :-2(|«--3-5) «5 


[μμ Να λυθεί Π ανίσωση: «2-3 --213|κ--3]--3 «2412-3410 5 
ο ----Ὁ-. «3 -«213424 91091 -«λος» 


ο. «νίχ-2 «12 -Ι2«κ-2«1295 
«ο -Ίδι«χ-22«]22ς-ίθ0«χ«]ό 


ἱκ--|--{ Ἰχκ-3-ι κ --3|..5 
Έ «2-- «» 
6 4 6 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β31. Να λυθούν οἱ ανισώσεις: Β35. Να λυθεί η ανίσωση: ο 
ἐκ «3 Π, ᾖκ1.2ς-2 Κα σςοοκ 
Π, κ«ο0 


Β36. ἱ. Να γράψετε την ανίσωση: α «χ«βως 
ανίσωση µε απόλυτο. 

Π. Να συμπληρωθεί ο πίνακας όπως δεί- 
χνει π πρώτη γραμμή. 


Β32. Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 


ἱ. κκΣ2 Π, [κ--3ι»-1 


-- 


ύ ί 
κ Απόζυτη τιμή 
ἀ(ι) «2 Ἰκ-τ«2 
Β33. Να λυθεί Π ανίσωση: υἹ χΧ-2|21 Γ 
ος με ει 


Β34. Να λυθεί Π ανίσωση: 


ρ-ικ-ί[«3 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΕ ΑΠΟΛΥΤΕΣ ΤΙΜΕΣ 
ΤΟΥ ΑΓΝΩΣΤΟΥ 


Εξίσωση 
δευτέρου 


βαθμού 
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Ἡ εξίσωση αχ΄ «-βχΥΞ-0, α-θ 


Μια εξίσωση µε έναν άγνωστο χ είνα! 25) βαθμού αν µετά από µια σειρά µετασ- 
χηματισµών µπορεί να αναχθεί στη µορφή 
αχ «βχ-ΥΞ-0,µεα-θ, βιγεξ 


Π.Χ. Π εξίσωση 2χ- --32χ--4--0 είναι 20 βαθμού µε α-2, β---3 και γΞ4. 


πα υιῃιυ [αφού α-θ] 
α α 


β γ β ἡ 


9 2 
αι ο ο ο ο : 
α α 2 ὄ [διαιρούμε µε α-θ] 


, ῤ ο 
χ΄ -2χ ῥ ή) --τὃ) ο [κ] ο νε 5 
2α 2α α «2α 2α α 4α 


Αν θέσουµε Δ- β΄ -Δ4αγ τότε η τελευταία εξίσωση γίνεται: 


αν. 
σπα α 


Διακρίνουμε τώρατις περιπτώσεις: 


» Αν Δ20., από την (1) έχουµε: 


Δηλαδή Π εξίσωση έχει δύο λύσεις (ή ρίζες) άνισες τις: 
ο βΝΑΔ .. -βΡ-νδ 
1 ῃ Χρ 
2α 2α 


.ἈΑν ΔΞ-0., από την (1) έχουµε: 


Χ 


β 


2α 


ρλ 
(κ) Ξθςσκχ-- β Ξθοκ-- 
2α 2α 


-- δευτεροβάθµια εξίσωση 
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Δηλαδή η εξίσωση έχει µια διπλή ρίζατη Χῃ--- 
Λύση της 
.Αν Δ« 0.,Π εξίσωση (1) ἁρα και Π αχ’ ««βχ-4Υ-0, δεν έχει πραγματικές 
ρίζες. 
Τα προηγούμενα συμπεράσματα τα παρουσιάζουµε στον επόµενο πίνακα: 


εξίσωσης 


αχ) «βΧΥ-0, 


Δ-β΄-4αγ | Η εξίσωση αχ «βχ-:Υ-0, αἲθ 
α-θ 
8. 
αν Δ20 έχει δύο ρίζες άνισες τις Χι, - -- αν 


έχει µία διπλή ρίζατη χι - -- 


δεν έχει πραγματικές ρίζες. 


Η παράσταση Δ--β΄ -4αγ λέγεται διακρίνουσα της εξίσωσης. 


Δ 
Για να έχουµε λιγότερες πράξεις χρησιμοποιούμε την Δ'Ξ η αν ο β είναι άρ- 
τιος, 


Παρατηρήσεις 


.Αν αγ«θ, τότε Δ50 οπότε η αχ’ ««βΧ-ΥΞ-0 έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. 

» Αν η εξίσωση έχει ρητούς συντελεστές καὶ ἤ Δ είναι τέλειο τετράγωνο τότε έχει ρίζες ρητές, αλλιώς 
έχει ρίζς άρρητες. 

» Αν η εξίσωση είναι ελλειπής, τη λύνουμε µε παραγοντοποίηση, ή αποµονώνουμµε τον άγνωστο καὶ 


παίρνουμε τετραγωνική ρίζα. 
Π.χ 


4χ) -Ιόχ-0θ«»4χίκ-4)-θΦκ-θήκ-4 


4χ2 27 --0 «5 1χ2 ----2Ί , είναι αδύνατη. 


Αχ΄ -64-0Φ4χ-64 κ) -Ι6δ]κ|-4Ξκ-4ήχ--4 


6χ΄--θ6-0 9 6χ) --96Ξχ) -Ιό|κ|Ἅ«νιόθκ-δήχκ--ᾱ 


» Οἱ εξισώσεις: αχ΄ «βΙΧ/:Υ-0 και αἰχ[ «βίκ/4Υ-0 
µε την αντικατάσταση |χ]-- Υ γράφονται: αγ΄ «βΥ-ΥΞ0 
η οποία λύνεται σύµφωνα µε τα προηγούμενα. 
π.Χ. Ἡ εξίσωση κ΄ "Βίκ ε15-θ«δ|κ[--θίε15δ-ο0 ή γ’-8γ15-6 µε ]κ-γ20 


894 8342 


| 5, 
Είναι ΥΞ ο 2 -ᾖδ Άρα ή 5τοκ 5 ἡ ᾖ/-ορκ--θ. 


ΔΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑ ΕΞΙΣΩΣΗ 


----- 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί π εξίσωση: 


οἱ 5- Ί)κ 2} - 0 
Λύση 
Ὢ ορ πο ρα η 
2 2ψὸ.Ι1412-(92 91) 50 
ὁ κ αρ 
1 π 2 ω 
ο. 
. ; 
ρα ο, 


Για ποιες τιµές του λ οἱ παρακάτω εξι- 
σώσεις έχουν ίσες ρίζες; 
α. λα) --(λ- 1)κε2λ-2-0 
ὃ ο. ὑτνιι-αοοιι-υ 
Υ. λκ) --3(λ--3)κ--(2λ110)-0 


Λύση 
Για να έχουν οἱ εξισώσεις ίσες ρίζες, θα πρέπει να 
έχουν διακρίνουσαΔδ- 0. 


α. Είναι ΔΞίλ-- 


ὍὋρ 


. Είναι Δ΄ -(λ--) 


Ὀ --ἁλίοι-- ο) -- πό «όλει. 
θα πρέπει λοιπόν --Τλ' --όλ-ε[--0. 
Αν λύσουμε την εξίσωση αυτή, βρίσκουμε λ.--Ι 


καιλ--- 


-( --2λ41)--0 για κάθε 
τιµή του λ. 

Άρα για οποιαδήποτε τιµή του λ η εξίσωση θα 
έχει ίσες ρίζες, 

Είναι: 

ΔΞο(λ--3)΄ «4λ(2λ.10) -- ΙΤ --Ι4λ.8Ι 
θα πρέπει 17λ --Ι4λ--ξΙ-6. Η εξίσωση 
όµως αυτή δεν έχει ρίζες στο Κ. Συνεπώς ῃ 
αρχική εξίσωση δεν έχει ρίζες ίσες για καμιά 
τιµή του λ. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β40. Δίνεται Π εξίσωση κ΄ -2χ«λ-.2-0. 


Β37. Να λυθούν οἱ εξισώσεις; 
α. 4χ) -2(95ε1)κεφ5-0 
β. 2αχ΄ --(2α-β)χ-β-0 


Β368. Δίνεται Π εξίσωση 

«β΄ Ξ0 

Για τις διάφορες τιµές των α, β να βρείτε 
πόσες ρίζες έχει Π εξίσωση (αν έχει). 


χ΄ --2(α’ «β΄)κ-Γ(α΄ 


Β39, Δίνεται Π εξίσωση 
.. -2(λ-ς 2)κ--2λ’ -17-0. 
Να βρείτε το λ ώστε η εξίσωση να έχει 
µία ρίζα διπλή. Μετά να βρείτε αυτή τη ρίζα. 


Β41. 


Β42. 


Αν Π εξίσωση έχει ρίζα το 9 να βρεθεί η 
άλλη ρίζα. 


Δίνεται Π εξίσωση: 

(ι.- 1)χ2Ε(2λ{ 1] ΧλΞο0. 
Για ποιές τιµές του λ η εξίσωση: 
α. Έχε! µία µόνο ρίζα’ Ποια είναι αυτή; 
β. Έχει µια ρίζα διπλή; Ποια είναι αυτή; 
Αν π εξίσωση αχ΄ «2βχΧ-3«Υ-0, α-θ 
έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες, να 
αποδείξετε ότι το ίδιο συμβαίνει και για 
τηΝ: 


χ΄ «-2(α--β-«γ)χ--2β(α--γ)-2αγ-0 


ὤ-- δευτεροβάθμια εξίσωση -----------θθθθθθθθθθθθθθθθθ- 65 ---- 


Άθροισμα Έστω χι, χ, οἱ ρίζες της εξίσωσης 


αχ’ «βχ-.ΥΞ0,α-0 (1) 
και 


Ενα οτι - -ᾱ και ασε.» -Ἱ. . Πύποιτου ψιεία] 
α α 


γινόμενο ριζών 


π.χ. Αν δύο αριθμοί έχουν άθροισµα ΣΧ, ΓΣ, Ξ- -ν καὶ ΧιΧ, . είναι ρίζες της αχ) «-βχ4Υ-0 


Πράγματι, αφού Οἱ Χι.Χ, είναι ρίζες της (ἁ--χι)(«--χ,)Ξ0 που ισοδύναμα γράφεται: 
χ΄ -(α, ΕΧ.)ΧΤΧισ,Ξ0 


κθκο τρ 
α -α 


αχ; «βχΧ«ΥΞ0 


π.Χ. Να σχηµατίσετε εξίσωση που να έχει ρίζες τους 3 και -4. 
Το άθροισµα είναι 3-{--4) -- -ἶ 

Το γινόμενο είναι 3{-4) - --ἰ2 

Επομένως π εξίσωση εἶναι χ΄ -«χ--ἱ2-0 


π.χ. Να βρεθούν δυο αριθμοί αν γνωρίζουμε ότι έχουν άθροισµα -3 και γινόμενο 4 
Οι ζητούμενο! αριθμοί είναι ρίζες της: 


χ΄ -(-32)κ-4-0 


χ΄ «2χ-4-0 
χ΄ «2χ- 4-0 
4.37 -4-Ι.(-4) -35 
Είναι “σσ τπτ τοι καὶ 


ο ανα ο νο. Άν 
« 2 2 2 


ΔΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑ ΕΞΙΣΩΣΗ 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να βρεθεί ο λ εξ, αν η µία ρίζα της 
εξίσωσης χ2 --λκ--8-40 ισούται µε το 
τετράγωνο της άλλης. 

Λύσπ 

Κατα αρχήν πρέπει : 

Δ50Φλ-4.1.8509λ- 22505 
Ὃλε {-οο,--ύ22).){.922.0) (α) 


είναι: χι -χ, ---λ (1) αι.χ,Ξδ8(2) κι -χὸ (3) 


ῶ 
ο] ο δεν Ξξδε 


Φχ,-ὖᾖδῶκ,-2 (4) 


(4) 
(α)λοκ 2 εοκΞ-4 (9) 


(4)(5) 
() 9 4γ2--λ«σό--λ«σλ--6 


δεκτή λόγω της (α) 


Αν ο α είναι µη µηδενικός ρπτός α- 
ριθµός να δείξετε ότι Π εξίσωση έχει 
αχ; -Ε(α-- 2)χ-Ε2-- θ ρητές ρίζες. Ποια 
η τιµή του α ώστε το άθροισμα των 
δύο ριζών να είναι ίσο µε 3; 

Λύση 

Ἡ διακρίνουσα της εξίσωσης είνα!: 

Δς(α-2)’ --4-α-2--αἱ «4α-4-8α- 

-α---4α.4-(α--2) 


Αφού η Δ είναι τέλειο τετράγωνο του ρητού α- 
ριθμού α-δ, και οἱ συντελεστές της εξίσωσης εἰ- 
ναι ρητοί αριθµοί, συμπεραίνουμε ότι οἱ ρίζες εἰ- 
ναι ρητές. Για να είναι το άθροισµα των ριζών 


ίσο µε 3 πρέπει -- 


1 
Ξδςα- 
2 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β43.Έστω Π εξίσωση χ’-(λγ0κ-λΞ0. Αν 
τα Χ,, Χ, είναι ρίζες της εξίσωσης να βρεί- 
τε το λ ώστε: 


Ἆκ τα κρίκο -ὖ 


Β44.Έστω η εξίσωση κ΄ -2χ--2λ-Ε-0. Να 
βρεθεί το λ, ώστε Π εξίσωση να έχει δύο 
ρίζες που η µία να είναι τετραπλάσια της 
άλλης. 

Β45.Αν α, β είναι ρίζες της εξίσωσης 
--χ΄ «Χ--3--0 να υπολογίσετε την πα- 
ράσταση 

-.2α΄ --3αβ’ --2β’ -2αβ 
4α) --δαβ--4β᾽ 


Β46.Έστω ότι Π εξίσωση 


-Όχ” (9 --19)κ--4-0 
έχει δύο ρίζες πραγματικές. 


Αν η µία ρίζα είναι η χι - 2, τότε: 

α. να υπολογίσετε την άλλη ρίζα χ, χωρίς 
να αντικαταστήσετε την χΧ, στην εξίσω- 
ση. 


β. να βρείετη Δ κΥ. ναβρείετολ. 


Β47. Δίνεται ότι Π εξίσωση χ΄ ««βχ-.Υ--0 έχει 

ρίζες πραγματικές. 

α. Αν το άθροισµα των τετραγώνων των 
ριζών είναι 2 να αποδείξετε ότι 
β) --2γ--2 

β. Αν το άθροισµα των αντιστρόφων των 
ριζών είναι 2 να αποδείξετε ότι 


β--2Υ-0 


Β48. Αν χι, Χ, είναι ρίζες της εξίσωσης 
χ΄ 2ΧΞΥ-0 και κ, χὲ εἶναι ρίζες 
της χ΄ βχ--2-0 να αποδείξετε ότιβ - 
2Υ - 4. 


ὤ-- δευτεροβάθμια εξίσωση ---------θθθθθθθθθθθθθθθ- 67 ---- 


Μορφές τριωνύμου δεύτερου βαθμού 


Το πολυώνυμο Είκ)-αχ) «βΧΕΥ,µεα-θ (4) 
ΙΟΣ ονομάζεται τριώνυµο δεύτερου βαθμού. 


Δευτέρου Οι λύσεις ϱι,͵ ϱ. της εξίσωσης αχ ««βχ-4Υ-.0 λέγονται ρίζες του τριω- 
βαθμού νύµου και Π διακρίνουσάτης Δ-- β΄ --4αγ λέγεται διακρίνουσα του τριω- 
νύµου. Οἱ ρίζες του τριωνύµου υπάρχουν, όταν Δ20. 


Ειδικότερα: 
Αν Δ20 και ρι,͵ ρ, εἶναι οἱ ρίζες του, τότε 


αἱ βεεγτα[κ)νἔκες)]- 
α 


α 


τω -(ρι Ἓρ.)κ-εριρ, | Ξα(κ-ρι)](κ-ρ.) 
άρα αχ’ «βαχ«γΞα(ςκ-ρι)(κ-ρ.) 


.Αν ΔΞ0,, είναι ριτρε ρ--ᾱς, οπότε 
α 


αχ; «βκγ-α(κ--ρ)' Ξα[κ-δ) 
2α 


.Ἀν Δ«0, τότε τ (1) γράφεται αν ἠβεεγτ (κο 
α 


καὶ δεν αναλύετα! σε γινόμενο. 


Λυμένα παραδείγματα 


ΠΕ) Πο Να παραγοντοποιπθούν τα τριώνυµα: «Κπλε24Ω-Κ-λ) 
α. Ε(κ)--κἰ--(Κλ2)κ2(Κ«Λ) ο 


᾿ : ὦ : οΚπλη2 2 ΚΓλ 2 
β. σίχ)--(κ1-3)΄ (κ) (5) --(κ--6) Ρι 2 
Λήση Ἱ-----.. 
α. Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης {Είκ)--0. : 
Ρίσκουµε τις ρίζες της εξ ς Εκ) Άρα εἶναι Ε(κ)--αίκ-ρι](κ-ϱ,)-- 
Είναι: Ξ(κ--2)ίκ-Κκ-λ) 
ο ΚΛΕ2ΑΨ(Κλ 2) --8(.λ) κ. β. Είναι ϱ(κ) -- κ΄ «-όχ--θ εκ; «δχ-ΓΙ6- κ; -- 
. 2 γΙ0Οχ425- κ) Ι2κ-36--2χ2 «12κ 14 
ο ΚλΛΦ2ΕΥ(2--Κ--λ) Βρίσκουμµε τις ρίζες της σ(κ)--0,, οι οποίες 


2 είναι: 


ΔΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑ ΕΞΙΣΩΣΗ 
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«6836-2114 -63νξ -64292 


εὸ 2 2 . 
. ρι- -ᾱᾱν2 
ρ,; --ᾱ-ν2 


Άρα είναι ο(χ)--2{κ1.3-φ2)ίκ 3192). 


Να γίνει γινόμενο παραγόντων η πα- 
ράσταση α(α--1)χ; --χκ--1. 


Λύση 


Αν αίαγ])-θ«α-θήα--Ι τότε η παρά- 
σταση γίνεται! χ-1 και δεν παραγοντοπο]είται. 


Αν αίαγ!)κθςα-θήαγ-Ι τότε η παρά- 
σταση είνα! τριώνυµο 2ου βαθμού µε 


Δ-Ι--4αία-1)(--1)--1:-4α) -4α- 
-4α «4α-|--(2α) -«2:2α:1 1 -- 


-(2α-.1) 30 

----.ο (280 --Ι(2α 1) 
πα 2α(α--1) 2α{α-ς1) 
-ἲ2α-1 2α ο 1 
2α(α--1) 2αία-1) α-ί 


-ἰ-2α-ὶ -2α-2 
2α(α -ς1) 


Ευ. 


2α(α--1) 2α(α-1) α 
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Άρα αία κ} κ - 


πκμῄυρθρη) 


Ξ((α-1)κ--Ι)(ακ --!) 


Να απλοποιπθεί π παράσταση: 
χ΄ --αχ--βχ-- αβ 
χ) --3αχ-- 2α- 
Λύση 
0 αριθµπτής γράφετα!: 
χ΄ --αχ «βχ--αβ- 

Ξχίχ-α)βίκ-α)ξίκ-α)ίκ-β) 
0 παρονοµαστής έχει διακρίνουσα 
Δς(-3α) --4-1:24 -9α” --8α- -α 20 


. 3ᾳ ψα; .Άαξα η 


2.1 3, 


Καὶ ρίζες Χι; 
α 


Άρα γράφεται χ΄ -2αχ--2α- -(κ--2α)ίχ--α). 


χ΄ --αχ «βχ--αβ . 


Εποµένω 
νους χ΄ --3αχ-- 24 
- . 
μ . τν ή Ε --- ος 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β49. Να παραγοντοποιηθούν τα τριώνυµα: 
ἱ. χ---6χ-Γ5 Π, 3χ΄ --4χ-ΕΙ 
Πή, δρ” --25 ἵν. κ΄ --(α--β)χ--αβ 


Β50. Να απλοποιπθούν τα κλάσματα: 


Χ- -χ-- 


. χ΄ (2κ-ςλ)κ--2κλ 
ο πε το ' 


2 9 
χ -λ 


Β51. Να απλοπο!ηθεί Π παράσταση: 


ου θχ) -χ) -χ 
4χ᾽ --4χ 1 


Β52. Να απλοποιπθεί το κλάσμα: 


- (κ .3κ-4) -ν κ) 


οσο πα στοση 


Β53. Να απλοπο!ηθεί ῃ παράσταση: 


ο 4κ΄ --19α”χ7 «θα; 


Κ 
2χ” »αχ-λα- 


ὤ-- δευτεροβάθμια εξίσωση -----------θθθθθθθθθθθθθθθθθθθθ- 69 ----- 


Έστω Ε(κ)--αχ΄ «βχ-«Υ-0, α-θ. 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
1. Λ5 0, τότε είναι Ε(α)Ξα(κ-αι κα.) υ. 

Αν Χ«χι«Σχ, εἶναι Χ-χι«0 και κ--χ, «0 οπότε: 
(κ--χι)(κ--χ,)20 και συνεπώς λόγω της σχέσης (1), το ΤΧ) είναι 
οµόσημµο του α. 

Αν χι «Χ-«χ, εἶναι χ--χι 20 και κ--χ, «0, οπότε: 
(κ--χι)(κ--χ,) «0 και συνεπώς λόγω της (1), το {{Χ) είναι ετερόσηµο 
του α. 

Αν Χι«Χ, «ΣΧ, εἶναι χ--χι20 και κ-κ, 20, οπότε: 


(κ--αι)(κ--χ,)20 και συνεπώς λόγω της (1) το Ί{Χ) είναι οµόσημο 


Πρόσηµο 
οι του α. 


του τριωνύµου 


αοσας Εβενη Ε(Χ) | ομόσημο ὁ ετερόσηµο ὁ ομόσημο 
του α του α του α 
2 


2. Αν Δ - 0 τότε Γζῤπα[κξς 
2α 
-β 


Πάρε ντ --- 
2α 


) οπότε το {{Χ) είναι οµόσημο του α για 


Του 


{(Χ) | οµόσημο του α οµόσηµο του α 


2 
8. Αν Δ« 0 τότε εοκα](αν ι | οι και επειδή η παράσταση στην 
α α 


αγκύλη είναι θετική για κάθε χ εξ. το {ίΧ) είναι οµόσημο του α σε όλο 
το Κ. 


ΔΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑ ΕΞΙΣΩΣΗ 
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Μια ανίσωση δεύτερου βαθμού µε άγνωστο χ εξ είναι της µορφής 
αχ΄ «βχΧΥΣ0 ἡ αχ’ «βΧ«Υ«0 (α-θ) 


Ανισώσεις Για να λύσουμε µια τέτοια ανίσωση, πρέπει να βρούμε τις τιµές του Χ, για τις 


οποίες το τριώνυµο αχ΄ --βχ-ΕΥ γίνεται θετικό ή αρνητικό αντίστοιχα. 


δεύτερου 


βαθμού Άρα η λύση µιας ανίσωσης δεύτερου βαθμού ανάγεται στην εύρεση του προσή- 
µου του τριωνύµου. 


π.χ. Ας δούµε πότε είναι --χ᾽ «Γ6όχ- 550. 


Εδώ ζητάµε τις τιµές του Χ, για τις οποίες το τριώνυµο --χ; -Ε6όχ--ἃ είναι θετικό, δηλαδή 
ετερόσηµο του συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου του (α- -Ι). 

Επειδή έχει διακρίνουσα Δ.--26--4(--Ι)(--8)--450.,τοτριώνυµο --χ΄ «-6χ--8 είναι ετερόσηµο 
του α-- --Ι για τιµές του Χπου είνα! μεταξύ των ριζών του 2 και 8, όπως φαίνεται στον παρακά- 
τω πίνακα. 


Συνεπώς το σύνολο των λύσεων της ανίσωσης είνα! το διάστηµα (2,4). 


Αν είχαµε την ανίσωση --χ᾽ «-6χ--δ 20, τότε στο σύνολο λύσεων θα πρέπει να υπάρχουν και οἱ 
τιµές του Χ, οι οποίες µηδενίζουν το τριώνυµο, δηλαδή οἱ ρίζες του. Συνεπώς τότε το σύνολο 
λύσεων θα ήταν το κλειστό διάστηµα [2,4]. 


π.χ. Ας δούµε πότε είναι χ΄ --6χ 1220. 
Εδώ «πτάµε τις τιµές του Χ, για τις οποίες το τριώνυµο είνα! θετικό, δπλαδή οµόσημοτου αξΙ. 
Επειδή όµως είναι Δ.--26--4.12----Ι2 «0, το τριώνυµο είναι πάντοτε οµόσημο του α και συνε- 


πώς η ανίσωση αληθεύει γιακάθε χεκξ. 


π.χ. Ας δούµε πότε είναι 4χ- --12χ-9 «0. 


ι Δὶ , 12 3 
Εχουμε Δ’-236--4.-9--0 ο Άρα το τριώνυµο έχει διπλή ρίζα την πο 2 και είναι 


3 
οµόσημο του α--4.,, δηλαδή θετικό, για κάθε Χ- ο Συνεπώς η ανίσωση δεν έχει λύση. 


-- δευτεροβάθµια εξίσωση 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 
ἱ, κ -2χ4550 ᾖἴ, -χ- «2χ-5250 
ΠΠ, -2χ) «κ-2«0 

Λύση 

Είναι Δ--(-3) --4-1:δ---ΙΙ«0 καια-Ι20 
άρα θα είναι χ΄ -3Χ4550,γιακάθεχεκ. 

ἴ, Είναι Δ-- 27 --4(--ὑ(--5)----Ι6« 0 και 
α---Ι«0 άρα θα είναι --κ΄ «-2χ--5«0 για 
κάθε χ ΕΚ. Άρα π ανίσωσῃ είναι αδύνατη. 

ΙΙ. Είναι Δ -- 1’ --4(--2)(--2) ----ἰδ «0. Έτσι αφού 
α---2«0 θαέχουµε --2χ΄ ««χ--2«θγιακάθε 
χ ΕΚ .Άραπ ανίσωσῃ αληθεύει γιακάθεχ εξ. 


9] Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 


ἱ. κ) -δχ-4»50 Π. -κ) -άκ-4-«0 
το 
Λύση 
|. Είναι Δ- (8) --4-4-4-.0. Αφού α-- 40 
θα εἶναι 4χ΄ --8χ--420 γιακάθεχ εξ. Επ- 
εἰδή όµως θέλουµε 4χ᾽ --8Χ--450 θααφαι- 
β -δ 


ρέσουµε την τιµή Χ-- ---------Ι που µη- 
2α δ 
δενίζειτο τριώνυµο. Άρα Π ανίσωση αληθεύει για 
κάθε χε κ-(ὴ ς 
Π,. Είναι ΔΞ1Ι6--4-.1ἱ.4--0. Αφού αΞ--Ι «06 θα 
εἶναι --χ΄ --4χ--4-«0 γιακάθεχ εξ .Άραηῃ 
ανίσωση αληθεύει γιακάθεκχ εκ. 
Π, Είναι Δ--4--4(--ὑ(-1--0. Αφού α- -ἰ«0 


θα είναι --κ; -«2χ--Ι«0θγιακάθεχεκ. 
Επειδή όµως θέλουµε -κ2.2χ- 150 ΤΠ µόνη 
τιµή που αληθεύει την ανίσωση είναι η 

δ, ἃ ο 


Χ- ---ἵ---- ------ 
2α -2 


Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 


ο ο Ἱ ο κ-ο.υ 


Π, κ΄ --Ι620 
Λύση 
Ι. Είναι Δ--Ι6--12--450. 
Αφού α-Ι:50 θα έχουµε χ -4χ--3«0 για 
κάθε χ ανάμεσα στις ρίζες του. Οἱ ρίζες είναι 


«οι Ἰ.ἳ 
ως 


Άρα π ανίσωσῃ αληθεύει για κάθε χ ε[-», -]]. 
Γραφικά η λύση της ανίσωσης φαίνεται στον ε- 
πόµενο πίνακα: 


» Πα την --2χ” --Ζχ--2 «6, οἱ ρίζες του τριωνύ- 


ὸ 
µου είναι 2 και π. Ετσι έχουµε: 


Από αυτή βλέπουμε ότι η ανίσωση αληθεύει για κάθε 
1 
χε [ο] ω(2.9). 


»Πατην χ΄ --Ι63240 οι ρίζες του τριωνύµου είναι -- 
4 και 4. Έτσι έχουµε: 


Άρα Π ανίσωση αληθεύει για κάθε 
χε [--ο,--4].)[4,-ο). 


ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 2ου ΒΑΘΜΟΥ 
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1 Να βρεθούν οἱ τιµές του λεξ για τις 12 Για τις διάφορες τιµές του λ εξ να 
εξετασθεί αν π εξίσωση 


λκ)ε(λ- 3)κελ-θ 
έχει ρίζες και πόσες. 


οποίες π ανίσωση (λ.-- 2)τ᾽ -2λκ-3λ«0 
αληθεύει για κάθε χεΚξ. 


Λύση Λύση 
μ λ« 9 Για λ-θ π εξίσωση γίνεται: -3ὃχ-θ«σςκ-θ0 
: -- ... . κ. . : . . 
Πρέπει Ἱ «ἤ (2) - 41 κ 2)1λ«0 δηλαδή για λ.-0 π εξίσωση έχει µια ρίζατη χΞ0. 
Για λ-«0 π εξίσωση είναι 2ου βαθμού οπότε: 
λς--2 λς--2 .. 2 αν : να 2 
5] ... . 5 : . -- Δς(λ-3) -4λ-λ-6λ9-δλ - -3λ--6λγ9 
πμ ο κος Δ-0ς-38- 6λεθ-θς- 34213) -0 
ος ος 9λ ϱ2λ-2-092λ--λήλ-ςι 
ο «5 
-δλ(λ-3)«0. Ιλ(λ3)50 


Επομένως 

α.γιαλ«-3 ή λ5-- πΠ εξίσωση δεν έχει ρίζες 
πραγματικές 

β. για -2«λ«Ι µελ-θ π εξίσωση έχει δύο 
ρίζες πραγματικές και άνισες. 

γ.γΙαλ.-- --2 ή λ.- 1 π εξίσωση έχει µια διπλή ρίζα. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


- σπα 
«» ; - 


ΒΡ4.Να βρεθεί για ποιες τιµές του λ Β55. Να αποδείξετε ότι Π εξίσωση 
Λ.α. το τριώνυµο -κ΄ Ε(2λ-Ι)χ--3λ.-ε10--0 
{κ) -- (..- 22 -«2(2λ-3)κ -Γδλ-6 έχει ρίζες πραγματικές και άνισες για κάθε 
είναι θετικό για κάθε χεξς ο. 
β. π ανίσωση Β56. ΊΝα βρεθεί για ποιες τιµές του λπ ανίσωση 
Εκ) -(1.--2)κ” «2{2λ--3)κ-κδλ--650 (.--2)ακ” 221--3)κ5λ-620 


αληθεύει για Κάθε ΧΕΚ. αληθεύει γιακάθε χεξ. 


Β.Υ. το τριώνυµο Β57. Δίνεται Π εξίσωση χ; --(λ-ςΙ)κ-κλ/-Ι--0 


σον ος 2 --- --ὺᾷ 
ο ο ο ορ. α. Να βρείτε τις τιµές του λ εξ ώστε 


είναι αρνητικό για κάθε χεζς εξίσωση να έχει δύο ρίζες πραγματικές 
δ. η ανίσωση πς χι, κ. 
(1--2)κ: ««2(21--3)κδλ--6«0 β. Για ποιες από τις παραπάνω τιµές του 


' ᾿ λ που βρήκατε στο α) ερώτηµα ισχύει: 
αληθεύει γιακάθε χεκ. χι’ Έχο Σ3χιχ, 
Γ, το τριώνυµο 

Πο) --(ι--2) κ: «2{21--3)κ5λ--6 Β58. Να βρεθούν οι τιµές του χ, για τις οποίες 
συναληθεύουν οἱ ανισώσεις: 
χ΄ -2χ-250 χ΄ --ᾱχ--50«0 


χ΄ -2χ-1550 


διατηρεί το ίδιο πρόσημο γιαόλατα Χεξ 


Ε---μααι γραμμικά συστήµατα ο 73 ή 


Β.5 Γραμμικά Συστήµατα 


Γραμμικά συστήµατα 2Χχ2 


Κάθε εξίσωση της µορφής 
Ορισμοί αχ «βΥΞ γ 


λέγεται γραμμική εξίσωση µε δύο αγνώστους. 


Λύση της ονομάζουμε κάθε ζεύγος πραγματικών αριθµών ({Χ,Υ) που την επαληθεύει. 


α. Ένα πλήθος δύο γραμμικών εξισώσεων µε δύο αγνώστους ονομάζεται 
γραμμικό σύστημα 2χ2 π.χ 
μόνον 


είνα! ένα 2χ2 σύστηµα 
2Χ Γ β.Υ Ξ}γ; 


Επίλυση β. Λύσπ ενός συστήµατος ονομάζεται κάθε ζεύγος (Χ,γ) πραγματικών αριθμών 
Λύση που επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις του συστήµατος. 
συστήµατος Επίλυση ενός συστήµατος ονομάζεται! η διαδικασία εύρεσης του συνόλου 
των λύσεων του συστήµατος. 


Μέθοδοι Ένα σύστηµα μπορούμε να το επιλύσουµε µε τις εξής μεθόδους: 
επίλυσης 1. Μέθοδος της αντικατάστασης 

2. Μέθοδος των αντίθετων συντελεστών ή της απαλοιφής 

3. Μέθοδος της σύγκρισης 


4. Μέθοδος των οριζουσών ή μέθοδος (Γα4ΠΠ6Ι 


Λυμένα παραδείγματα 


Ι... Να λύσετε το σύστηµα: «»-2(74-3Υ)όγ----ἰ4 «5 
2χ-3γ-7 (4) -14-6ΥγτόΥυ---Ι4 
-Αχιόγ--4 (2) -6γ«6Υ--- 14.14 «5 0Υ --0, αόριστη. 
Λύση Άρα και το σύστημα είναι αόριστο δηλαδή έχει 
α)«» ο ο κι (3) άπειρες λύσεις, 
2)» ας ο ορ. μίας Από την (3) ἐουμεκ τν . 


ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
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Άρα το (Σ) έχει άπειρες λύσεις που είναι οἱ: Παρατήρηση: 
ὥ Αν θέσουµε Υ Ξ Κ μπορούμε να γράψουμε τις 
-- μ ΄. , 
(3 γ),γεΚ ελεύθερος άγνωστος. άπειρες λύσεις και ως εξίς: 


ο. 


κ] :ΚεΕξ ελεύθερος άγνωστος. 


Επίλυση - διερεύνηση του συστήµατος 
αχ τ ΒΥΞΥ 
αχ 1- βγ Ξ Υ’ 
αχ ΓβΡΥ-Ύ 
αχ-- βγ Ξ γ’ 
Διερεύνηση α. » Ονοµάζουµε ορίζουσα του συστήµατος την παράσταση 


α. θεωρούμε το σύστηµα (Σ): 


συστήµατος α β ο. 
στ ῃ β’ -αβ-αΏ (1) 
» Συµβολίζουµε µε Ώι την ορίζουσα που προκύπτει από την ορίζουσα Β αν 
στη θέση των συντελεστών του χ θέσουµε τους σταθερούς όρους. 


γ β 
ο ος Ἱρ 
Υ β 
» Συµβολίζουµε µε Ών την ορίζουσα που προκύπτει από την ορίζουσα Ὦ αν 
στη θέση των συντελεστών του Υ θέσουµε τους σταθερούς όρους. 


ΞΡΎ-ΡΥ΄ (2) 


/ 


γ 
α / 


Ξαγ -αγ 
. (3) 


β. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
1. Αν Ὦ-0 τότετο σύστηµα έχει τη μοναδική λύση: 


αα Ρ, Ῥ, 
(κιν) . [ο | 
2.Αν Ώ 5 0και(Ρι -0 ή υ.- 0.) το σύστηµα είναι αδύνατο. 


Σο. - Βν Ξ46) τότε το σύστηµα θα είνα! αόριστο εκτός αν 


α-α-Ρ-βζθκαιγ-θ ή γΥ'- 0, οπότε θα είναι αδύνατο. 


α. Οµογενές λέγεται το σύστηµα του οποίου οἱ σταθεροί όροι είναι μηδέν 


ο) είναι οµογενές. 


π.χ. το σύστηµα 


αχ ΓβΥΞ0 


---Ὑγραμμικά συστήµατα 
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β. Ίο οµογενές σύστηµα έχει πάντα τη μηδενική λύση (0,0). 
Δηλαδή, δεν είναι ποτέ αδύνατο. Μπορεί όµως να είναι αόριστο, δηλ., να έχει 
άπειρες λύσεις εκ των οποίων η µία είναι π μηδενική 


λα 


γ. Αν Ὦ--0 το οµογενές σύστηµα θα έχει μοναδική λύση π οποία προφανώς θα 


είναι Π μηδενική 


ασ]. 


δ. Αν Ώ -- 0 τότετο σύστηµα είναι αόριστο (µιας Και δεν µπορεί να είναι αδύνα- 
το) δηλαδή, έχει άπειρες λύσεις (µια εκ των οποίων θα είναι π μηδενική 
νι 00) 


Λυμένα παραδείγματα 


-2(1 ΕΥ) {9 -- -ᾱ(κ-2)Γ2Υγ 
µε τη µέθοδο των οριζουσών (ή μέθοδο 
(ΓΑΠΙΠΙΘΓ) 
Λύση 
Σχόλιο: 
Για να λύσουμε ένα 2χ2 σύστηµα µε τη μέθοδο 
των οριζουσών το γράφουμε στη µορφή : 


αχ ΕβΥΞΥγ 
αν 
Έχουμε: 
ο αν μα ωρα - 
3 2 3 


Ξό5-6] 9 κ ἢ-Ι2χ-2γ-ό2χ--2--12χ-- 


Ξ2γ-6«)2χ-ἱ2χΧ-2Υ--ό62« 
-10χ -3γ ---4 (3) 
(2) «--2(1-γ)-2---δ(κ--2)-2γ «5» 
Ὁ-λ-2γ4{2--2χ-ό2γ«» 
ο -2ΥγΓ2χ-2Υ-ό62-3 
«ϱ -4γΓθχξδς 3χ-4άγ-5 (4) 


Σχόλιο : 

Όταν Ὦ -- 0 και Ὠκ -«θ, τότε δε χρειάζεται να 
βρούμε την Ρ, Το σύστηµα θα είναι αδύνατο. 
Αν όµως είναι Β, -- 0 δεν μπορούμε να συ- 
µπεράνουµε τίποτα για το σύστηµα γι’ αυτό 
προχωρούμε και στην εύρεση της ρ 


Από τις (3) και (4) έχουµε το σύστημα: 


-ἰ10χ- 2Υ--4 
2χ-4γ- 5 
10 -ᾱ 
.. : Ἱ- 10(--.4) --3(-3)-409-49-0 
-ᾱ -ᾱ 
ο Ὀις- Ξ --4(--4) --5(--4)Ξ16--20-36 
χ 5 -4 
-10 -4 
ρ Ξ(-10):5--3(--4)-- --50-εΙ2----3δ 
ν 3 


Επειδή Ώ - 49-60 το σύστημα έχει μοναδική 


Ὃκ 326 
Φί Ἕε------ίτσε----ᾱὶ 
. Ὀ 49 
ύση την ορ 38 
ο 1 
- «96 388 
Δηλαδή: (ΧΙ) αν 


ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
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Αν για ένα σύστημα δύο γραμμικών 
εξισώσεων µε αγνώστους Χ,γ ισχύουν: 
20.43Ρ,--υ  ᾖ({ἱ) 
. ΤΡ, --1ρ (2) 
και το σύστημα έχει μοναδική λύση,να 
λυθεί το σύστηµα. 
Λύσπ 
Αφού το σύστηµα έχει μοναδική λύση θα ισχύει 


; Ὡχ Ών 
ὈὨ-κθ.Άρακχ---- και Υ----. 
, Ὀ ώ Ὀ 
Διαιρούμε τις εξισώσεις (1) και (2) µε Ὦ-0 και 


έχουμε: 


20. 38) -Ὁ 

Ρ Ὀ Ὀ 2Χ39Υ--1Ι 

18  7Όν ο ΗΟ .... 
κ] ν] Ρ 


Λύνουμε το σύστηµα και προκύπτει: 


2 3 
. υ -2.Ί--(--4):3-14412-26:0 
-4- Ἰ 
μας ορια 
9) - (1). Γ-(-- ..-- 
αἱ Ἡ 
--7433-26 


«δα ο σκι κδ- 
σι μυ οφςὺ- 


---22--4----26 

Βν 261 

Ὦ 26 

α κω το. 
Ὦ 26 


Επομένως 


Άρα το σύστηµα έχει μοναδική λύση 
μήὴπ ας 


μα] Να λυθεί και να διερευνηθεί το 


ο [ο.--2)κ ολ - αλ 
ο 4χ-Ε(λ--2)Ύ --12 


όπου λ εξ (παράμετρος). 
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Λύση 
Είναι 
λ-2 λ, 
3 λ2 
12 --ᾱ--3λ.--λὸ --3λ.--ᾱ--(λ-ςΙ)(λ.--4) (ἳ) 


υ-, τὰ -2ικ-α.- 


ας ἃ 
ο Ξ-2λ.(λ4-2)--12λ-- 
αν 
Ξ2λ- δλ-2λίλ-α4) (2) 
λες) 
ο ἲ ο. 


Ξ6λ--24-- 6(1--4) (3) 


Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 
1η περίπτωση: 


ῶ 
Αν: Όκθςν(λ- 411) -0«» 


λ-4-0 λσκ4 
«» και «» και 
λ {1-0 λκ-ἰ 


το (Σ) έχει μοναδική λύση (Χ., Υ ) µε 


«ἙΟς λλ-ἡ . Ἡλ 
Ρ (1-41 λεί 
ον 6-4) 6 
ϱ (ἱ-δ(λκῦ λε 


2ηΏ περίπτωση: 
Αν Γ-θ9λ-4 ή λ--ὶ 
α. µε λΞξ 4 έχουµε: 


Ὀ.- 2.444) -8.0-.0 

και Ὀ.- 64--4)--6.0-.0. 

Δηλαδή αν λ- Δ τότε Ὦ -- Ὡς -- Ών --0 και επειδή υ- 
πάρχει συντελεστής του αγνώστου χ στην 2η εξίσωση 
-0 [το 3-0) το (Σ) είναι αόριστο δηλ. έχει άπειρες 
λύσεις τις οποίες και θα βρούμε, 

[πα να βρούµετις άπειρες λύσεις στο παραμετρικό σύ- 
στηµα θέτουµε λΞ- 4 σε µία απο τις δύο εξισώσεις 


του (Σ) και µετά λύνουµε την εξίσωση ως προς έναν 


---Ὑγραμμικά συστήµατα 


άγνωστο. 

Για λ - 4 π πρώτη εξίσωση του (Σ) γίνεται: 
(4-2)κ4γ:-2.4«» θα φάν-ἃν 
Φχ2γ-4«σκ-4-2νγ 

Άρα οι άπειρες λύσεις είνα! 

(ΟΥ)Ξ(4- 27), ΥεΕ. 
β.µε λΞξ -] έχουµε: 


Ρι-2(-Π-1 4) --ᾱ--5)-Ιθκ0 


Δηλαδή, αν λ-- -1 τότε Ὦ -- 0 και Ὡκ-« 0 οπότε 


77 --- 


το σύστημα είναι αδύνατο. 


Συμπέρασμα 

1. Αν λ-4 και λ-ε--ἶ το (Σ) έχει μοναδική 
: 2λ 6 

λύσπ την ατσσστ) 

2. Αν 5 4 το (Σ) έχει άπειρες λύσεις τις 
(«γ)Ξ(4- 27), 

3. Αν λ- -ἶ το (Σ) είναι αδύνατο. 


γεΕς 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β59, Να λυθεί και διερευνηθεί το (Σ) 
λκ-Υ-λ 
Χ- 1ΥΞΛλ 
για κάθε τιµή της παραμέτρου εξ 
λκ-Υ -3 


Β60. α. Να λυθεί το σύστηµα . . 


β. Για την λύση (ΧιΥᾳ) που θα βρείτε να 
λύσετε την ανίσωση 2χᾳΓ2ύ/2-9 


Β61. Για ένα γραμμικό σύστηµα 2χ2 (δύο εξι- 
σώσεις µε δύο αγνώστους) ισχύουν: 


Ὀς ---2ΏνΏν--Ὡν 
και 
2Χ-Ύ -3 


Αν το σύστηµα έχει μοναδική λύση να 
βρεθεί π λύση αυτή. 


Β62. Δίνεται ένα 2χ2 γραμμικό σύστηµα µε άγνω- 
στους Χ,Υ για το οποίο ισχύει: 
2ΡΏ, «ΡΕ, Ξ4Ρ 
9. -50,Ξ-»ΏΌ. 
Να βρείτε τη μοναδική λύση, αν γνωρίζετε 
ότι υπάρχει. 


Β63. Δίνεται ένα γραμμικό 2Χχ2 σύστηµα µε ά- 


γνωστους Χ,γ που έχει μοναδική λύση ενώ 
ακόμα Ισχύει, 

ΓΡ. -Β, -3040Ρ, 439, 40-0. 
Να βρεθεί Π μοναδική λύση του γραμμικού 
συστήµατος 


Β64. Να λυθεί το γραμμικό 2χ2 σύστημα µε 
άγνωστους Χ,γ που έχει μοναδική 
λύση και για το οποίο ισχύουν: 


2ΧΕΥΞΙδ και Γ: ΞΠ:Ξ-28Ρ.Ώ, 


ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
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Γραμμικά συστήµατα 3χ3 


α) Γραμμική εξίσωση µε 3 αγνώστους ονομάζεται κάθε εξίσωση της µορφής: 


Συστήµατα αχ Εβγ 'γωΞδ 
γραμμικών 
εξισώσεων 

µε περισσότε- 

ρους από δύο 


αγνώστους. 


β) Γραμμικό σύστηµα 3 χ 3 ονομάζεται κάθε σύστηµα της µορφής 


αιχ ΞβιΥ ΓγιὼΞδι 


α2χ Γβ2Υ Εγ22-δ2 
α1χ ΈΓβαΥ Γγ1ὠ-δ: 


ὃ) Κάθε διατεταγμένη τριάδα (Χ,Υ,Ω) που επαληθεύε! Και τις τρεις εξισώσεις του 


συστήµατος λέγεται λύση του συστήµατος 


Να λυθεί το σύστηµα: 


2χΧ Γ9Υ -5ω- 10 
-ὃχ 2γ- ὣ- ϐ 
4χ- υγ ΓΤῶ--4 


Λύσπ 

[Πα ναλύσουµε ένα 3χ3 σύστηµα κάνουµετα εξής βήματα. 
Βήμα πρώτο: 

Από την πρώτπ και δεύτερη εξίσωσῃπ του 
συστήµατος κάνουµε απαλοιφή ενός αγνώστου 
(όποιον θέλουμε) π.χ. τον Χ µε τη μέθοδο των 
αντίθετων συντελεστών. 


΄ 2 -- Ξ1 α 
Εοπης νο 5δω-- 10 | (2) 


-οχε2γ-ῶ-0 0) 
6χ--9γ-- 15-20 
-6χκ--4γ-2ω-0 


µε πρόσθεση κατά µέλη προκύπτει: 13Υ-17ω--24 (5) 
Βήμα δεύτερο: 

Από την πρώτη και την τρίτη εξίσωση του 
συστήµατος κάνουµε απαλοιφή του {διου 
αγνώστου. 


Λυμένα παραδείγματα 


2ΧΓ2Υ- 52510: . 
Έχουμε: μον, 
Αχ γεγτω-4ι -(-ἲ) 
4χ--6υ--100-20 
-4χ ΕΥ-Τῶ4 
µε πρόσθεση κατά µέλη προκύπτει: 7Υ-17ω-- 30 (4) 
Βήμα τρίτο: 
Λύνουμε το σύστηµα των (4) και (5). 
Από (4) και (5) έχουµε κά 
7Υ--112-24 


Με αφαίρεση κατά µέλη παίρνουμε: 6ΥΞ θ6ήγΞ Ἱ, 
οπότεω Ξ -ἶ. 
Δηλαδή (Υ,ῶ) (1-1) 


Βήμα τέταρτο: 
Ταγ-Ξ 1 καιω-ς- -] που βρήκαμε στο τρίτο βήμα 
τα αντικαθιστούμε στην πρώτη εξίσωσῃ και 


βρίσκουμε το χ. 
Δηλαδή: 


() 9 2Χ2Υ-5ω-10 9 2Χχ3.1--5(-1)-1θ» 
«ϱ»2χΓ2Ε5ΞΙ092χΧΞ2«2κΞ]1 
Άρα το σύστηµα έχει μοναδική λύση την 
(Χ/Υ,Ω) ξ (111,-1) 


τι γραμμικά συστήµατα ο 79 ο 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


-ΧΕ2Υ-2-Ξ0 


Β67. Να λυθούν τα συστήµατα: 
Β65. Να λυθεί το σύστηµα ή--2χ--δΥ--2ω--0 


2Χ-Υ-Ξ0 

.. ο 
Β66. Να λυθεί το σύστηµα Χ }Υ Χεν 2 
. 1 (Ω] Ἱ 
α) (ι)ή-α--ᾱ, β σν-οτς 
ΧΕΥΕΖΞ2 γ ὦω γω 3 
γΕεΖζεῶξ5 ας χω ... 
ΥγεζΓῶω--3 ω αχ χω 15 

ΦΕΧΕΥΞδ 


Λύση συστη- ' ς ; Ε ; ᾿ 
Στην επίλυση συστηµάτων 2ου και ανωτέρου βαθμού μπορούν να µας βοηθή- 


ολ) σουν τα όσα γνωρίσαμε στις προηγούμενες παραγράφους για τη λύσπ των δευ- 
ΤΠΚ τεροβάθµιων εξισώσεων. 
Κοινή επιδίωξη κατά τη λύση τέτοιων συστηµάτων πρέπει να είναι ο σχηματισμός 


εξισώσεις : 
µιας τουλάχιστον δευτεροβάθµιας εξίσωσης από τις εξισώσεις του συστήµατος. 
β βαθμού 
Λυμένα παραδείγματα 
2Υ- «2Υ--24--0 { ΕΥ: 12-- 
ω Να λυθεί το σύστηµα: ας κ... Ὁ 
ο, Επειδή Δ-Ι--4-(--Ι12)--49 50 οι δύο ρίζες της 
ος είναι: 
γξχ-ί 
π --β-Ε .- 134: 3 
πε - β:νΔ -Ι4νά «47. 
' 2α 2 2 -4 


Αν αντικαταστήσουμε από την ΥΞχ-1 το χΞγτ1 
στην πρώτη βρίσκουμε δευτεροβάθμια εξίσωση. | Ἔτσι το σύστηµα είναι ισοδύναμο µε τα συστήµατα: 


Έτσι π πρώτη εξίσωση του συστήµατος γράφεται: ΥΞ3 Υξ-4 
. ο... ο ο. 
ΥΕΥ(ΥΕ1)4.Υ Ξ24 ἠ γ΄ ΕΥ΄ ΕΥΥΞΖΔ. Χ ντ ΧΞΥΤ 
Λύνουμε τη δευτεροβάθμια εξίσωση απ’ τα οποία έχουµε (Χ, Υ) -- (4, 3) και («, γ) Ξ-(-3, -4). 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
2χγ-ΕΙ- --Ι1 "ΕΥ ΕΤ 
Β68. Να λυθεί το σύστηµα ον. Β69. Να λυθεί το σύστηµα ο 
ΧΕΥΞΙ Χυ Ξ 24 


ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
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Πολυωνυμικές εξισώσεις - ανισώσεις 


Για να επιλύσουµε µία πολυωνυμµική εξίσωση Ῥ(κ)Ξ0. παραγοντοποιούµε το 
πολυώνυμο Ρ/ὰ) του πρώτου μέλους. 
Πολυωνυμικές Για την παραγοντοποίηση του πολυωνύµου πρέπει να γνωρίζουμε τα εξής: 


εξισώσεις 1. Σε πολυωνυμµικές εξισώσεις µε ακέραιουςσυντελεστές πιθανές ακέραιες ρίζες 


είναι οἱ διαιρέτες του σταθερού όρουαι-0. 
2. Αν ένας αριθµός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης ΡΙ(Χ) Ξ- 0., τότε και µόνον τότε: 
Ῥ()ΞθΡ(ΣΙΞς-ρΠ(α] «5 
Το Χ- ρ είναι παράγοντας του ΡΙΧ). 
3. Σχήµα ΗοΓΠΑΕΙ (Χόρνερ) 


Η διαίρεση του πολυωνύμµου Ρ(κ)- 2χ -3κ”--κ--2 µετο Χ--2 µπορεί να πα- 
ρουσιαστεί εποπτικά µε το ακόλουθο σχέδιο, που είναι γνωστό ως σχήµα Ηο/πθ(. 


Συντελεστές Πηλίκου 
Υπόλοιπο 

Στην πρώτη σειρά γράφουμε τους συντελεστές του Ρ/Χ). 
Το 2 είναι ο αριθµός που µηδενίζει το διαιρέτη χ--. 0 πρώτος αριθµός της τρίτης 
σειράς είναι ο πρώτος συντελεστής του Ρ(Χ). 
Οι αριθμοί της δεύτερης σειράς προκύπτουν µε πολ/σµό του αµέσως προηγούµ- 
ενου αριθμού της τρίτης σειράς επί τον αριθµό 2. 
Κάθε αριθµός (εκτός του πρώτου) της τρίτης σειράς προκύπτει ως άθροισµα των 
αντίστοιχων αριθμών της πρώτης και δεύτερης σειράς. 
Ο τελευταίος αριθµός της τρίτης σειράς είναι το υπόλοιπο, ενώ οἱ άλλοι αριθμοί 
αυτής της σειράς είνα! οἱ συντελεστές του ππλίκου της διαίρεσης. 
Τονίζουµε ότι, στο σχήμα Ἠοίπαί συμπλπρώνουµε στην πρώτῃ σειρά µε 0 τους 
συντελεστές όσων ενδιάµεσων όρων δεν υπάρχουν στο πολυώνυμο ΙΧ). Έτσι το 
πολυώνυμµο γράφεται: 


ρ(κ)--2κ) Ακ) -κα2-(κ--2)(κ) κ!) 


Σχόλιο 

Οι γνωστές μέθοδοι παραγοντοποίησης, ({ κοϊνός παράγοντας, οµαδοποίηση, 
συμπλήρωση τετραγώνου, διαφορά τετραγώνων, κ.τ.λ.) δεν µπορούν να εφαρ- 
μοστούν πάντοτε, όµως όταν είναι δυνατή η χρήση τους, προτιμώνται διότι 
διευκολύνουν πολύ τη διαδικασία. 


» Έτσι µετά την παραγοντοποίηση, το πολυώνυμµο Ρ(Χ) γράφεται : 
Εσ Ἡοτσς εσ 


υ-- ποθυωνυμικές εξισώσεις Το Το ας ------------------- 81 Ἑσσα 


Τότε ρα -0» 
Ρ(κ)-Ρ,(α).... Ῥ(α)-0 5 
Ρ(0-0 ή Ρ(9-0 ή... ή Ρ(89)Ξ0 
Δπλαδή π λύση της πολυωνυµικής εξίσωσης Ρ(κ)-0.,, ανάγεται στη λύσπ των εξισώσεων 
Ρ(α)Ξ0, όπου ἵΞ 1,2,..., κ, τα οποία προσπαθούμε να είναι πολυώνυµα πρώτου ή 


δευτέρου βαθμού. 
[πα την επίλυση πολυωνυμµικής εξίσωσης ακολουθούμε τα επόµενα βήματα: 


Βήμα 1: Αν π εξίσωση Ρ(ακ)Ξ0.,, έχει ρητούς συντελεστές, κάνουµε απαλοιφή παρονοµαστών 


και καταλήγουμε σε εξίσωση µε ακέραιους συντελεστές. 
Βήμα 2: Βρίσκουµε τις πιθανές ακέραιες ρίζες ϱ͵͵ που είναι Οἱ ακέραιοι διαιρέτες του σταθερού 


όρου. 

Βήμα 3: Βρίσκουμε ποια απο τις πιθανές ακέραιες ρίζες µηδενίζει το πολυώνυμο Ρ(χ). 
Βήμα 4: Εφαρµόζουµε το σχήµα ΠΟΓΠΕΓΙ, για τη ρίζα ϱ που βρήκαμε Και γράφουμε το πολυώνυ- 
μο στη µορφή: Ρ(α)Ξξ(κ-ρι):Πι(Σ), όπως προκύπτει απ᾿το σχήμα ΗΟ/ΠΕΓ. 

Βήμα 5: Κάνουμε την εργασία απο το βήμα 2 εώς το βήμα 4 για το πολυώνυµο Πι(κ) και συνε- 
χίζουµε την δια διαδικασία µέχρι το αρχικό πολυώνυµο ΡΙ(Χ) να γίνει γινόμενο πρωτο- 
βάθµιων και δευτεροβάθµιων πολυωνύμων. 

Βρίσκουμµε τις ρίζες του δευτεροβάθµιου ΤΙ.(α), αν υπάρχουν, µε τη μέθοδο της δια- 
κρίνουσας. Γράφουμε το Ῥ(α)σε µορφή γινομένου παραγόντων, οπότε έχουµε µία 
προς µία τις ρίζες, 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί η εξίσωση: Εφαρµόζουµε το σχήµα ΗοΙΠΕΙ για ϱι ----ἰ 
Χ -χ)--4χ-- 4--0 


Λύση 
Η εξίσωση έχει ακέραιους συντελεστές µε σταθε- 


ρό όρο αι Ξ--4. Έτσι οἱ πιθανές ακέραιες ρίζες 
είναι: -ΕΙ.-:2,-.4 Οπότε Ρ(κ) -(κεὐ(κ) --κ; --4) 
Διαπιστώνουμε: Ρ(/)-!ή --ἴ---4.ἱ--4- -δ-0 Γιατο Πι(χ) --χ᾽ --χ2 --4 , έχουµε: 

(άρα ο αριθµός 1 δεν είναι ρίζα του Ρ(α) ) Πιθανές ακέραιες ρίζες: «ΕΙ. --2.4-4 
ρςυ-συ)-σρ]-4-ς)-45Ξ (άρα ο ᾱ- | (Σχόλιο: Εφόσον ο αριθµός 1 δεν είναι ρίζα 
ριθµός - 1 είνα! ρίζατου Ρ(α)) του Ρ(κ), δεν µπορεί να είναι ρίζα ούτε του 


ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 


- δ2 
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Η,(α), και επομένως δεν είναι απαραίητη η | Για το Π.(α)- χ΄ -«χ--2 , επειδή 


δοκιμή µε το 1.) 


Α---.ι.2--Τ«ςθτο Π.,(α) δεν έχει ρίζες 


Πι(-1)Ξ-6-40 άρα ο αριθµός -1 δεν είναι ρίζα | στο Μ. 


του ΠΠ, (α)) 


Π(2)-2:--2)--4-0 (άρα ο αριθµός 2 είναι 


ρίζα του ΤΠ, (α)} 


Έτσι οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 
ρι--Ἱκαιρ.-2. 


Παρατήρηση 


Εφαρµόζουµε το σχήµα ΗΟΓΠΘΙ για ρ, -2 Ἡ προηγούµενη απόδειξῃ έγινε για να φανούν τα 


βήματα που αναφέρουμε στη μέθοδο. 
Μια σύντομη λύση για το συγκεκριµένο είναι: 
χ’-(κ2 κὐχι4)-0«σχ”- (κ2)-0 


(κ --κ--2)(κ εχ2-θςκχ--Ιικ-4 


Έτσι έχουµε : Ρ(κ) - (κ -- Ὀ(κ --2)(κ” «κ--2) 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β70. Να λυθούν οι εξισώσεις : . χ΄ -ᾱκ) --χ) Γἰ6χ-12--0 
ἱ ο ο ος νι, 6χ” --δχ) -ΕΙ9χ2- Ι5χ--32--0 
9 9 3 6 
- νΗϊ πο οσα ες 
Π. χ---αχ -χ-α-θ : 3 2 6 


Π, χ” --δχ᾽ --Ι2χΧ” --32χ--0 
--κ2)]-27(κ--ι)(κ-2) 


ἵν. 2χ- (κ 


ἱΧ. 2χ᾽ --Ἰχ7 -2χ-ΕΙ8--0 
χ. 2χ- -χτ(κ-2)(2κ-1)- κ) --Χ-6 


ν. 2χ” --7χ) -2χ2 -εΙδχ-0 


Πολυωνυμικές 


ανισώσεις 


Για την επίλυσῃπ πολυωνυµικής ανίσωσης ακολουθούμε τα επόµενα βήματα: 


Βήμα 1: Παραγοντοποιούµε το πολυώνυμµο Ρ(Χ) του πρώτου µέλους µε τον 
τρόπο που αναφέρεται! στη μέθοδο λύσης πολυωνυµικής εξίσωσης. 


Βήμα 2: Βρίσκουµετις ρίζες του καθενός παράγοντα και στη συνέχεια το πρό- 
σηµό του. 


Βήμα 3: Σχηµατίζουµε έναν πίνακα, όπως βλέπουμε παρακάτω, τοποθετώντας 
τους παράγοντες της ανίσωσης κάτω από το Χ, και σημειώνουμε στο 
τέλος της πρώτης στήλης το γινόμενο των παραγόντων της ανίσωσης, 


---ποηυωνυμικές εξισώσεις - ανισώσεις 


Σχηματισμός πίνακα προσήµων”: 


83 --- 


Στην πρώτη γραµµή βάζουμε µε διάταξη τις τιµές του χ που µηδενίζουν τους παράγοντες της ανίσω- 
σης, και φέρνουμε κατακόρυφες ευθείες κάτω απ' αυτές. Τοποθετούµε το πρόσημο (39) στα διαστήµα- 


τα που έχουµε βρεί ότι οἱ παράγοντες είναι θετικοί. 


Στα υπόλοιπα διαστήματα Οἱ παράγοντες της ανίσωσης έχουν πρόσημο (-). Εκτελούµε κάθέτα το 
γινόμενο των προσήµων και συμπληρώνουµε την τελευταία γραµµή του πίνακα. 
Στις τιµές που οἱ παράγοντες µηδενίζονται Και πάνω στις κατακόρυφες γραµµές φέρουμε μικρούς 


κύκλους, 


Τα γραμμµοσκιασµένα διαστήματα είνα! αυτά στα οποία οἱ τιµές του χ επαληθεύουν την αρχική ανίσω- 


ση. 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί η ανίσωση: 


οκ κάχ)- 4χ- «2χ«0 
Λύση 
Όνοµάζουµε Ρ(κ) - -χ’ --4χ᾽ --4χ΄ Ακ τοΠο- 


λυώνυμο του πρώτου µέλους το οποίο θα παρα- 
γοντοποιήσουμµε. 


Το Ρ(Χ) έχει προφανώς παράγοντα τον χ. (ρι”- 0) 
Έτσι Ρ(χ) -κ-(-χ᾽ -- αχ) --ᾱκ -3) 

Πι(κ) 
Πιθανές ακέραιες ρίζες για το 
Π (α) - --κν -4χ) --4χ--3: «92. 
Ππ()-250, π(-Ό-Ξι2-0, πθ-Ξο0 , 
άρα ορ,” 3 εἶναι ρίζα. 
Εφαρμόζουµετο σχήµα ΗΟΠΊΕΙ στο Π, (κ) για ϱ;-3. 


Έτσι Ρ(χ)-κ.(κ--).(-χκὸα-κχ--τ) 
Για το Π. (κ) -- -χ΄ «κ--Ι είναι 
Δ- 1 --4(--Ι)(-1) ---2«0 άρα δεν έχει ρίζες. 


Κάνουμε πίνακα προσήµων για τους παράγοντες 
του γινομένου : 


Ρ(χ)-κ.(κ--3).(-χ- «κ--τἶ) 


Επομένως κε(--ο,θ]ἱ)[3,:οο) . 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β.71 Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 
ἰ. (1 -- α)ίακ--2)ς(κ--2)χ 


Π, -κὶ 4χ -3χ250 


ἵν. χ᾽ -6χ) εΙἰχ- 6«0 
γὶ. χ) -2χεχ- 250 


γη. αν (κ-1)-2 » κ(κ-!) 


ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ 


ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 


-- (4 ------υ-υ-υ-υ-υ-υ-υ-αααααααααααααααααααααααααααααααααααααααααι Μέρος Β - Κεφάῆαιο 7 ----- 


Β.7 Ειδικές μορφές εξισώσεων 


Στο κεφάλαιο αυτό μαθαίνουμε να επιλύουμµε : 
1.  Διπετράγωνες εξισώσεις 

2. ῬΡητές εξισώσεις 

3. Άρρητες εξισώσεις 

4. Διώνυμες - τριώνυµες εξισώσεις 

5 


Αντίστροφες εξισώσεις 


Οι εξισώσεις της µορφής αχ’ ««βχ2-«ΥΞ0 µε αβ,ιγεξ και α-θ 
λέγονται διτετράγωνες και τις επιλύουµε ως εξής: 
Διτετράγωνη 19, Θέτουµε χ2ΞΥ, γ20 (1) οπότε προκύπτει Π δευτεροβάθμια ως προς Υ 
' εξίσωση αγ΄ -ΕβΥ-ΕΥΞ0., που λέγεται επιλύουσα. 
εξίσωση 
29: Βρίσκουμε τις ρίζες της επιλύουσας (αν υπάρχουν). 


39: Από την (1) βρίσκουμε τις ρίζες της διτετράγωνης (αν υπάρχουν). 


Τότε από την (1) έχουµε; Χ;-ισκ--ί 


«Χ2Ξά4 «ΧΞ-«2 


Λύση 
Θέτουµε χ2ΞΥ, Υ 20. (1), οπότε Π εξίσωση γρά- ο συ 


Άρα οι ρίζες της αρχικής είνα! Οἱ: 


φεται: Υ) -δυε4-θγξιήγ-α4 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β72. Σε ποιες περιπτώσεις Π διτετράγωνη  Β76Ρ. Αν Π εξίσωση 


αχ’ «-βχ΄ «ΥΞ-0,α-0. είναι αδύνατη (κ ελ κή Ε(κ-λ-Ιθ)Χ) 2χ)-(κ-λ-Τκκ6-κ-θ 


στο ΠΚ; είνα! διτετράγωνη να βρεθούν οἱ ρίζες της. 
Β743. Να λυθούν οι εξισώσεις: Β76. Να λυθεί Π εξίσωση: 

α. 4χ΄ «3χ΄ --1-0 β. 4χ΄ -4χ᾽ --Ι-0 64κ’ --52χ 9--0 (1) 

Υ. δα --2κ” «350 Β77. Να λυθεί η εξίσωση: 


2 -- ο, -ς 
Β74. Να λυθεί Π εξίσωση χ; --αβ᾽ τω ΑΘ) 
α Χ 


Β78. Να λυθεί η εξίσωση: 


όπουα20,β20. 
β χ” -3χ2 -4-0 (1) 


--- «|Ὀ]χές μορφές εξισώσεων -θθθ ο αααααααααααααακκααααααααα 85 -- 


οϱ Μια εξίσωση λέγεται ρητή εάν έχει τον άγνωστο στον παρονομαστή. 
Για να λύσω µια ρητή εξίσωση κάνω τα εξής: 
ο Βρίσκω το Ε.Κ.Π. των παρονοµαστών (αφού τους παραγοντοποιήσω). 
εξισώσεις ο Το βάζω διάφορο του μηδενός Και πολλαπλασιάζω καὶ τα δύο µέλη της 
εξίσωσης µε το Ε.ΙΚ.Π για να κάνω απαλοιφή των παρονοµαστών.. 


Ρητές 


9 Από τις ρίζες που θα βρώ δέχομαι! εκείνες που κάνουν το Ε.Ι.[Ι διάφορο 
του μηδενός. 

ο Το Ε.Ι.Π είναι το γινόμενο που έχει τους κοινούς και µΠ κοινούς παράγο- 
ντες καὶ καθένα µε τον µεγαλύτερο εκθέτη. 


ΑΡ Να λυθεί π εξίσωση: Πιθανές ακέραιες ρίζες είνα! οἱ διαιρέτες του στα- 
χα 7 6 θερού όρου: «ἰΙ, 2. 3. 6. 
επιστ Επειδή είναι Ρ(-.-(-0- --7.(-1)--6-6 το 
Λύση ρι ---ἶ είναι ρίζα. 
Το Ε.Κ.Π. των παρανοµαστών είναι χίκ--!). Σχήµα ἨοίΠΕί µε το -ἶ 
Πρέπει: Χ{Γ]σκθςσκχ---ἶ και 


χΧ-0 
Χ΄ «χθθσκ.(κτ!)0ς και 


χγ--ἰ 


Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών ΠΟλλαπλα- | Άρα Ρ(κ)--(κ-1)-(α2--κ--θ). Με τη μέθοδο 
σιαζούτας µετο ΕΙΗΕ. της διακρίνουσας βρίσκουμε ότι οἱ ρίζες του 


«» Π(α)Ξκ---κ-ό είναι: ρ,Ξ--2 και ϱρ.5Ξ2. 


πα ρ.- 
Χ-ΕΙ Χ΄ Χ 
Όμως Π ρίζα ριΞ--ἶ απορρίπτεται! ,διότι δεν |- 


«Φχ) εχ) -χ.(κ«Τ)γόςσχ)- Ἴχ-σ6-θο (1) 
Λύνουμε την πολυωνυµική εξίσωση (1): κανοποιεί τους αρχικούς περιορισμούς 


Ρ(κ) -κ) --Ζχ-6-0 Έτσι οι λύσεις είναι:χ- -2ἠή κ-δ. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Β79. Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 2κ- πες 
2 3 χ” ώ κιν πο κ οδκς 
α. 


Χ΄ --χ κ ΧΙ ὁ 

δ 2(κ--ἰ) μΧ τ2καΙΣ 5 
β κ Ἀπι 3 ψ4 | Χ χ΄ --4χ χ--4 
ἱσηῃ ους κ οχηρ 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 


--- 56 
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Άρρητη εξίσωση , λέγεται Π εξίσωση που ο άγνωστος είναι σε ριζκό. 

Για να λύσουμε άρρητη εξίσωση: 

» Θέτουμε περιορισμούς γιατις υπόρριζες παραστάσεις. (Να είναι μεγαλύτερες ή 
ίσες του µηῃδενός). 

» Προσαρμόζουμε κατάλληλα τα δύο µέλη ,, (έτσι ώστε υψώνοντας σε κατάλλη- 
λπ δύναμη, να απαλείψουµε τις ρίζες) και υψώνουμε σε κατάλληλη δύναμῃ. 


Άρρητες 


Εξισώσεις 


» Λύνουμε την πολυωνυµική εξίσωση που προκύπτει! , και ελέγχουμε αν οἱ ρίζες 
ικανοποιούν τους περιορισμούς ,, αλλα και την αρχική εξίσωση. 


1π ΜΟΡΦΗ : 


το) -κ 


Τρόπος επίλυσης : 


Να λυθεί η εξίσωση: νὅ- χ-κ-!ι 


Λύση 
Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 


4 -Χχ-χ-Ι«δ-χ-χκείι (1) 


Πρέπει να ισχύουν: 


5-χ2θςσχς«5 και χκείΣ09κ2-ἰΙ 


Έτσι τελικά πρέπει: κε[-!,5] 
Υψώνουμε τα µέλῃπ της (1) στο τετράγωνο και 


2 
έχουμε: (ω5 κ) (αχ 5- χ-χὸ ελχεί«» 


Φυκ) Γ2χ-4-θωκ-ί ή κ--4. 
Ηλύση χ----4, απορρίπτετα! λόγω των περιορι- 
σµών , ενώ Πλύσπ χΞ]1 επαληθεύει την αρχική 
εξίσωση, άρα είνα! π μοναδική λύση. 


Προσοχή: Αν υψώνουµε τα µέλη εξισώσεως 
σε δύναµπ χωρίς να θέτουµε τους κατάλλη- 
λους περιορισμούς, δεν προκύπτει συνήθως 
ισοδύναμη εξίσωση . Έτσι όταν υψώνουμε τα 
µέλη εξίσωσης σε δύναµπ χωρίς να θέτουµε 
περιορισμούς τότε θα βάζουµε συνεπαγωγή 
(55 ) καὶ όχι ισοδυναμία («»). 

π.ιχ.αν χκ-2-Ι (1)(κ--2) -ν 


(2) 9 χ)-4χ 4 -Ι9χ΄-4χγ2-095 

χι [καιχ, - 2 

και Π εξίσωση (1) που έχει ρίζατην χ- 3 δεν 
είναι ισοδύναμη µε την τελευταία εξίσωση που 
έχει ρίζες χι ΞΙ, κ.,Ξ3. 

Γι αυτό πρέπει να θέτουµε τις λύσεις που βρί- 
σκουµε τελικά στην αρχική εξίσωση και να δε- 
χόµαστε µόνο όσες την επαληθεύουν. 


[ε] Να λυθεί π εξίσωση: νχ΄ -χ--! -Ι-- 2χ 


Λύσπ 
Πρέπει 
ια ἠΔ 
ο α]ή χεξεπειδήΔ«θ 1 
1 Φχς-- 
1-2χ20 Χς-- 2 
2 
Τότε έχουµε: 
ο 


νχ΄ χει -ἰ-2χ«» 2 ο» 
χ)-χεΙ-(1--2κ) 
1 
Χς-- 
2 


κ΄ --χ[--Ι--4κ--ἀχ᾽ 


θα ειδικές µορφές εξισώσεων -------------πθθθθθθθθθθθθθθθθθθθ» 57 ---- 
2χ-2χ-0 ᾖ{[χίχκ-ι) [κξθήςσ-ί 
ο» 1 «» 1 «» 1 «Φκ0 


Θέτουμε τους περιορισμούς: Ε(κ)20 
6(κ)20 
πο) 20 


γε(α)σγα(α)- α(α) υψώνουµε και τα δύο µέλη στο τετράγωνο. 


2π ΜΟΡΦΗ: 


(0ος) «πω» 
Εί)α(κ)2γε(σ(κ)-μ 9 5 
πας εί ος 
μ΄ (κ) Εκ) -α(9)20 
4Ε(κ)α(κ)-(Η)()-ε(κ)--σ(κ)) «5... 


Φ 


Να λυθεί η εξίσωση: Μχ--32ήχ-Ιό 
Λύσπ 


' κ Χχ-22250 Χ2--22 
Πρέπει να ισχύουν: Φχ20 
χΧ20 χΧ20 


Με δεδοµένο ότι χ 20 έχουµε: 
υχ 42 ενχ-Ιόχ22χ2φγχ(κ22)-2565 


112- χ20 
χ(κ22)-(112- κ) 


5 2/α(κ--22) Ξ224- 2χ«» χ(χ 32) σιδτκσεῇ 


ΧςΙΙ2 χς {12 
1 2 -» 2 2 
χ(χκ 1:32) 512.544 --224χ κ χΧ΄ -32χΞχ΄ -224χ-Ε12544 
ΧςΙΙ2 χςΙ12 
«» «»χκΞξ490 
256ΧΞ 12544 ΧΞΈΟ 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 


Γ Π 


- ὃ8 Μέρος Β - Κεφάβαιο 7 ---- 


Θέτουµε τους περιορισμούς: 


3π ΜΟΡΦΗ: 


πο πο πο 


ο σσ] «πο 5 
Ε; (κ) --ε, (κ) 2. [ε(κ)ο (κ) Ξ Η(κ) 


6] Να λυθεί η εξίσωση: νχ-Π κ νχ-4- κά (1) 


Λύση 
Χ-ἶ120 ΧΣ1 

Πρέπει να ισχύουν : χΧ-4»δ0 ο «χ24 «Ὁ χ24 
χΧ420 δ--ᾱ 


Χ-[ἰ--χ--θ--2 (κ-Ό(κ-4) κά 52 (κ-θ(κ-4)Ξ9θ-κ» 
ϱ-χ20 χ«ο 
-» 2 
.. (κ-- 4) )Ξ(9- κ), ..... 
χ«90 Χχ«ο 
«» 
4χ᾽ -20χ-ΕΙ6--δΙ--[8χ--χ” 4χ᾽ -20χ-ΕΙ6--51--{8χ-- χ” 


ο «» ων 14 9 ΧΞ5 ο... 
παπι κ-δή κ--ς ἵ 3 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β80. Να λυθεί Π εξίσωση:κ- 2ὐχ-3-2-0 Β84. Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 
α. ἠχ:2-κ-Ι-ι 
β. ν2κ1243-κ 

γ. «2χ ιδ χαδ-ι 


Β81. Ναλυθείπ εξίσωση: ἠ2--:4Χ--5 -ώ!2--χ 


Β82. Να λυθεί Π εξίσωση: χ--2χ --10 


Β83. Να λυθεί Π εξίσωση: νΧ--32--16--χ δ. νχ Πε νκ 2 -νλχ5 


-- «]Ο]κές μορφές εξισώσεων Εθο. ου 89 -- 


Ἡ διώνυµη εξίσωση : χ΄ -α,.α-θ.αςεβ.ν2Σ2 
Διώνυμες 


ε (Α) Λύσεις της εξίσωσης στο 6 
εξισώσεις 


Έχει ν ρίζες στο σύνολο των μιγαδικών 6. 
(βρίσκοντα! µε μέθοδο που αναπτύσετα! στο κεφάλαϊιο των μιγαδικών) 


(Β) Λύσεις στο Ε 


2κε 


9 Αν ν-2κ-τε] κεΝ π εξίσωση: χ α 


2Κ4Ι 2κ-Η 
πεςι-- "ιτ σα α«θ 


έχει 2κ-Ε| ρίζες από τις οποίες µια µόνο είναι πραγματική η: 


2κ-εἰ 
ας να .ανα»λθ 


(Οι υπόλοιπες 2κ ρίζες είνα! µιγαδικές). 


π.χ. Να λυθεί στο Β π εξίσωση χ ----32. 


Χεξ. 
χ---42«οχ-- 22 ---ο-(-22) --- 12 οχ--2 


9Φ Αν ν-2κ [άρτιος) τότε : 


πα 


Με α»θ π εξίσωση: χ” Ξα»0 


έχει 2Κτο πλήθος ρίζες από τις οποίες δύο µόνο είναι πραγματικές οἱ: χ- τα 


Π.χ. Να λυθεί στο Β Π χἰό -- 2007 


χεΕ 16 
Είναι χ]ό --2007 «ον χ-- 2007 


Με α«0 π εξίσωση: χ;--αςθ 


έχει 2Κκ το πλήθος ρίζες (µιγαδικές) καμία πραγματική. 


Π.Χ. ῃ χό ---δ., είναι αδύνατη στο Β. 


Διώνυμες Ἡ διώνυµη εξίσωση: Αχ« «Βχλ-θ, Α.ΒΕΕ.Κ.λΕΝ 


εξισώσεις Για τη λύση της παραπάνω εξίσωσης; 


Υποθέτουμε ότι κ»λ, Αθ. Με εξαγωγή κοινού παράγοντα έχουµε: 


ΑχΣ -Βχ}λ ο... 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
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με κ. είναι αι... ες 
Α ο 


ἱ. Αν κ-:-λ. (άρτιος) 
με μπς είναι αδύνατη στο Ε. 


Π. Αν κ-:-λ. (περιτός) 


Β , ΕΞ Τε 
με ---Σ0 είναι κ- .|--- 
Α Α 


15) κ--λ, 
µε ----«0θ είναι Χ--- ή 
Α 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί η εξίσωση: χὸ - 5χ2 --θ μβ] Να λυθεί π εξίσωση: χ΄ --χὸ «κ΄ --1-0 


Λύση Λύση 
χΞ0 χ΄ --χὸ «χ 4 1 0«σχκδ(κα- 1) χ4 -:-0ς 
κ --δχ -θσχ)(κ)-5-ο» ή ο κἃ. | --ῇ 
3 
χ-»-0 «ο(κ” - (κ) ιο φή 
ΧΞθο ΧΞθ χ» --[--0 
{ή Φθίή .. 
κὸ -δ κ «ή «ή 9» 
κ. -Ξ-0 "τι Ξ1 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β85. Να λυθούν οἱ εξισώσεις Β87. Βρείτε τα α, β ώστε Π εξίσωση: 


. 6 ο .. 4 - 
.. Χ΄-ἰ-0 Π, Χ΄ΕΙ6-0 κἲ- λε -ἡ 
Πχ 1-0 | ν. δχ- -Ε125-0 µπορεί να πάρει τη µορφή 
ὃ) 
Β86. Να λυθούν οι εξισώσεις Γ ο) - 
ο... 
ἱ, Αχ---125-0 ο ἴλχ]--2χ-0 


και στη συνέχεια να τη λύσετε. 


--- «|Ὀ]κές μορφές εξισώσεων 'αααααααααααααααααααααακαακαακαα ο1 ο 


Τριώνυμη εξίσωση λέγεται κάθε εξίσωση της µορφής: 
Τριώνυµες Αχξ «Βχλ «ΓχΗ-0 


εξισώσεις όπου Α.Β.ΓΕΕ., κιλμενΝ. 


Εξετάζουµε την περίπτωση όπου : 
κ-λςλ-μμεκΣλ»Σδμ 


᾿ μις λςμεν 
Ἀφού -... μπν κ λαν-μενεν-μ-ὸν 
έχουμε 

ΑχΕ «Βχλ εΓχὴ -0«5 ΑχΗ2’ «ΒχΗν «Γχά-0» 


ΧΞθ 
«οχμ(Ααχ2ν Εχ".Γ]-0 
Αχ2ν Εχν /Γ-ο0 (ἢ 


Αν τώρα θέσουμε στην (1) κ” Ξ γ καταλήγουμε σε διτεράγωνῃ ως προς Υ. 


9] Να λυθεί η εξίσωση: χ!ὸ --26χ7 --27χ4 -0 
Λύση 
ΧΞθ 


ΧΙ 26χ7 --2Ηχ"-θ «κ (κό --26κἱ 217) -0 54 ς ᾿ 
χ -26χ- -2-0 


ΥΞ27 
θέτω κ -γ οπότε: χύ --26χ: -27-092Υ΄ -26Υ-27-09549 ἡΜ 
ΥΞξ-Ι 
ο κ΄ -279κ-ᾖ27-3 
ο χ---ἵοκ--ἰ 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
χ; 9 
Β88. Να λυθεί Π εξίσωση: ποσο Β90. Να λυθεί Π ανίσωση: χὶὸ - σχ; »6χ50 
ΧΣΙΣΧ - 


Β89. Να λυθεί Π εξίσωση: χ΄ --4χ; -«3χ2 -0 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
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Εξισώσεις που 


λύνονται! µε 


βοηθητικό 


άγνωστο 


Να λυθεί π εξίσωση: 
(Μ- 6κ--4) α(ἲ --6κ.9)9-0 
Λύση 
θέτουµε Υ-- χ --6κ--4 οπότε έχουµε: 
(3 -6κ-4) ο, δ(” --κ1 ορ 
(κά - 6κ 4) αδ(κ2- όκ4- Ί)η9ο-0» 
γ΄ Ε5(Υ- 99-09 γ΄ «δγ4-03 
λα ρα. 

ἱγς-19χὸ- όχγ4--ι» 


«Φχ) -όχ5δ-θΦκ-]ιήκχ-5 


ἥι γ--4 5 α2- θκ4--4 


«κ -6χιδ-θῶκ-λήκ-4 


Μέρος Β - Κεφάῆαιο 7 ----- 


Μερικές φορές π λύση εξισώσεων ανωτέρου βαθμού ανάγεται σε λύση απλού- 
στερης εξίσωσης µε κατάλληλη χρήση βοπθητικού αγνώστου. 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί η εξίσωση: 
(κ-ε)(κ2)(κ--δ)(κ--4)Ξ24 


Λύση (κ-ε!)(κ--4)(κ-ε2)(κδ)--24 9» 

(κ) εδχ--4)(κ2--δχ-6)-24 (ἱ) 

θέτουµε χ΄«δχ4-γ (2), οπότε 
χ΄ ΓδχΧ{6-Υ32 

Τότε Π (1) γράφεται: 

γ(Υ2)-24 5 γ΄ «2Υ--24--0,άρα 

περα σα, 

Οπότε από την (2) έχουµε: 


χ΄ «δχγ4--6«σχ) «δχΙ0-0 (αδύνατη) 
και 


χ) «δχ-4-4 «χ «δχ-θ«σκίκ-5)-0 
δηλαδή κΞ0θἠκ---5. 
Άρα οἱ ρίζες είναι: χΞ0 ήκ--5. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β91. Να λύσετε την εξίσωση: 


2ημὸχ --5ημ)χ -4ημχ -[-0 


Β92, Να λυθεί Π εξίσωση: 
(2 --δχ 8) --δ(κ2--δκ9).11-.0 


Β93, Να λυθούν οἱ εξισώσεις; 


π. ων 
α. ο” -λθ[κας) 2-0 
Χ Χ 


β. 2συνχΧ--δσυν Χ--4συνχ--2--0 

γ. χνχ--4χ- 19 χ --Ι4--0 

δ. (κ) Άα-σκ--2ήκ κ] --19--0 
- 


ε. (κὐ κ!) 4{κ] εκ «2)-7-0 


σι. (κ) «κκ ]](κ) ακ-θ)--2ἶ 


--- «|Ὀ]κές μορφές εξισώσεων θ“Ἴππππππὔἧὔὐὔὔὐὔἧ ο ο. 903 -- 


Αντίστροφες λέγονται! οἱ εξισώσεις που δεν μεταβάλλονται αν αντί χ θέσουµε 
Αντίστροφες 


Γι, 
το --. Άρα αν π αντίστροφη εξίσωση δέχεται! την ρίζα ΧΞρ, ρ5Ι, ρ-0 θα 
εξισώσεις κ 


ς ; 1 
έχει ρίζα καιτην χ---. 
ρ 


αχ «βχ΄ «βχ-α-θ  (αντίσροφες 35) βαθμού µε συντελεστές ανά 
Κυριώτερα δύο ίσους ) 
δη αχ «βχ΄ -βχ-α-θ (με συντελεστές ανάδύο αντίθετους) 
αχ’ ««βχ᾽ -βχ-α-θ (αντίστροφη 45ὺ βαθμού ελλειπής (γιατί “λείπει” ο κ΄). 
αντίστροφων (4ου βαθμού µε συντελεστές που ισαπέχουν από 
τα άκρα αντίθετους) 


π.χ.ῃ 2χ᾽ - δχ) -δχ- 2ς5»2χ - 5χ- - δχ--2-0 


π.χ. η 3χ΄ -ς2χ” ----ᾱὃ «Ον 2χ” «θχ -2χ2 -εθχ--2-0 


αχ) «βχ; «βχ-α-θ 


Η εξίσωση αυτή µπορεί να γραφεί διαδοχικά 


αχ -α)--(βχ- «βχ]-0 ή α[χ --Ι)]--βχ(κ-εΙ)Ξ0 
Αντίστροφη ) φ δν ) εί ) 
ή α(κ-ε!)(κ” --κ-εΙ)-εβκ(κ 1-0 
εξίσωση του 
ή (κε) α(κ’ --κ-Ι)-βκ]-0 ή (κ-!)] αχ) -(α-β)κα]-0 
τρίτου βαθμού 


; ε Από την τελευταία εξίσωση προκύπτουν οἱ εξισώσεις 
(Πρώτο είδος) ; 
ΧΙΞ0 (1) είτε αχ) -(α-β)χ-α-θ (2) 
Η ρίζα της (1) είναι κ-- --ἰ 


Οι ρίζες της (2) είναι χΞ Ξ 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί η εξίσωση 2χ᾽ -- 7χ) --7Ἰχ--2--0 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 


-- Οή ----.--ἶ-υ-υ-υ-υ-υ-υ-κααααααααααααααααακαααααααααααααααααααααᾱαι Μέρος Β - Κεφάῆαιο 7 ----- 


Λύση Από την τελευταία εξίσωση προκύπτουν οἱ εξι- 


Ἡ εξίσωση που δίνετα! γράφεται: σώσεις χ-.1Ξ0 (1) είτε 2χ---δχ--2-0 (2) 
(οκ) -«2)--(1κ) «-Ἰκ]--0 ή Η ρίζα της (1) είναι κΞ--Ι. 
ο. ο. .. Οι ρίζες της (2) είναι --2 και -. 
2(κε)(κ) --κ-ει)-εἸχ(κκ!)]-ο ἡ 2 
(κκ)/2( χ2 κ!) )-Ίκ]-0 Άρα οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι: 
(κε Ώ(οκ) κ5χα2)-0 Χι--ἰ, Χ,--2, κντ-ς 


αχ --βχ- «βχ-α-θ 


Η εξίσωση γράφεται: (ως) -α)--(βκ΄ -βκ) -0 ἡ α[κ᾽ -!)-β(κ-Ώ) Ξ-0 


Αντίστροφη ή α(κ--Ε(κ) εκ!) --βα(κ-!)- 


εξίσωση του π (κα «κγ])-βκ]- 
τρίτου βαθμού ή (κ--ἴ)ᾖΓαχ) ε(α-β)χκγα]-0 


(Δεύτερο είδος) ΜΗ 
Από την εξίσωση αυτή προκύπτουν οἱ εξισώσεις 


χ-ΙΞ0 (1) είτε αχ’ ««(α-β)κ-α-θ (2) 
Ἡ ρίζα της (1) είναι κ. 


. η ια ο. 2 3 
Οι ρίζες της (2) είναι κ-- ;αν (α--β) -4α 30 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί π εξίσωση: (κ--Ό(κ᾽ -10χ 3-0 


Αχ) --13χ) --19χ- 3-0 


Από την εξίσωση αυτή προκύπτουν οἱ εξισώσεις 


Λύση κ--1Ξ0 (1) είτε 3χ΄ --Ι0χ3-0 
Ἡ εξίσωση που σας δίνεται γράφεται: 


Πρί 1) είναι κ-!. 
(οκ) --3) --(19χ” --13χ) --0 ή ρίζα της (1) είναι χ 


Οἱ ρίζες της (2) είναι κ’--3 και χ” ---- 
2(κ᾿ --τ)--Ιδχ(κ--!)-θή 
Άρα οἱ ρίζες της αρχικής εξίσωσης είνα!: 
δ(κ--)(κὐ «κ!)--Ιδχ(κ-1)Ξ0 ἡ 


Χ 


51, Χιθ, χ.Ξ 


(02 εκ) -Ιὸκ]-0 ή 


--- «|Ὀ]κές μορφές εξισώσεων ἘθἼσπππππἧἧἧὔὔὔ-ἧο ο. ΟΡ - ο 


αχ” ««βχ) «»γχ; «βχ-α-θ,αβγ-0 


Διαιρούμε και τα δύο µέλη της µετο χ΄, το οποίο είναι διάφορο του μηδενός 


β 


. 2 α 
και έχουµε αχ πα. 


Αντίστροφη 
εξίσωση του 


1 Ἱ 1 
Χ Χ Χ 


βαθμού 
και η (1) γράφεται: α(γ’ -2)4βΥ4ΥΞ-0 ή αγ΄ «βΥ-Υ--2α-0 (δ) 


(Πρώτο είδος) Αντικαθιστούµε στη (2) το Υ, διαδοχικά µε τις λύσεις Υ’ και γ΄ της (δ) και 


παίρνουμε τις εξισώσεις -- ΞΥ’ (3) και ο - ΞΥ’ (4) 
Χ Χ. 

Η (3) γράφεται κ΄ -γχ[-0 (33) 

Η (4) γράφεται κ) -γ΄χ1-0 (4) 


Οι ρίζες των εξισώσεων (3’) και (4’) είναι και ρίζες της αρχικής εξίσωσης. 


Λυμένα παραδείγματα 


ο θα 10 
[5 Ἡ Να λυθεί π εξίσωση: Οι ρίζες της εξίσωσης αυτής είναι: Υ σον σπα 
6χ” --δχ) -38χ2 Γ5χ-6-0 Αντικαθιστούµε στην (2) το Υ µε τις τιµές του και 
λύση παίρνουμε τις εξισώσεις 
Διαρούμε και τα δύο µέλη της εξίσωσης µε χ΄ και έχουµε | κχ-- . - : (3) και χ-ε . π. -- (4) 
Χ Χ 
θχ; δέος Ξ-0 Η (3) γράφεται 2χ΄ -5χ--2--0 και έχει ρίζες 
Χ Χ 
ψ ” 1 
ῄ ο -38δ-0 Χ-2χ ..] 
Χ Χ 
1 Η (4) γράφεται 3χ᾽ -Ι0χΧ--2-0 και έχει ρίζες 
ή ο -38δ-θ (1) 1 
χΧ Χ χ' - --, νο 
θέτουµε πε) (2) Άρα οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης εἶναι: 


οπότε και Π (1) γράφεται: 
6(Υ΄ -2)4:5Υ--38-0 ή όγ΄ 45Υ--50-0 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
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αχ’ «βχ᾽ -βχ-α-θ 


Ἡ εξίσωση αυτή γράφεται ισοδύναμα: 
ο -α)--(βε᾽ -βκ) Ξθ α[κ' -ἴ)αβχ(κ’ -ἲ) Ξ0 


α[χ᾽ (κ εἰ)αβχ(κ΄ -1)-0 αν [. -")α(κ) κ) βκ] Ξ0 


Αντίστροφη 


εξίσωση του 


τετάρτου 
: ή (κὖ --)] αχ” «βκ-γα]--0 
βαθμού Από την εξίσωση αυτή προκύπτουν οἱ εξισώσεις: 
α΄ --1Ξ0 (1), είτε αχ’ «βχ--α-θ (2) 


(Δεύτερο είδος) 
Οιρίζες της (1) είναι χ--Ι. 


η | Ἂ - 
Οι ρίζες της (2) είναι χ ο. .αν β .4α”. 
α 


Λυμένα παραδείγματα 


Από την εξίσωση αυτή προκύπτουν οἱ εξισώσεις: 
χ΄ -1-0 (0 . είτε 4χ” --Ι7χ--4-0 (2) 


Πο Να λυθεί π εξίσωση 
4χ' - 17χ) -ε17χ- 4-0 


Λύση , Οι ρίζες της (1) είναι κ--ΞΙ. 
Η εξίσωση γράφεται: 


(κ. --ᾱ)--(ιπκ) --ΙἼκ)-0 5 Οι ρίζες της (2) είναι χ’--4, χ’-- ; 


«4(κ’ --τ]--ι7χ(κ--Ι]-ο 
Άρα οἱ ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι: 


4(κ᾽ (κ εἰ)--ικ(κ -ἲ) Ξ0ς 
(κ) --τ]] (κ) --ι)--Ι7κ]-ο 


ῄ (κ -")(Ακ’ -17κ4) Ξ0 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β94. Να λυθούν οι εξισώσεις: Β96. Να λυθούν οἱ εξισώσεις; 
ἱ. οχ) «ες 7χ2 -«Ἰχ--2--0 { 6χ” --δχ) -34χ2 .δχ-6-0 
ἹΠ. χ' --ΙΟκ) --10ς- 3-0 ἡ. Αχ’ Τα -ἰ]κ- 4-0 
Η. -ἰ- 22 5 
κ υο-., Β97, Να λυθεί Π εξίσωση: 
Β9Ρ. Να λυθούν οι εξισώσεις: οχ”- 16χ) -2χ2 Γ16χ5--0 
. 3 2 κ. 
πο το ος Β98. Να λυθεί ῃΠ εξίσωση: 


. ή ὦ) 1 .. τς 
Πν ὀκ) -Ι9κ” α]δα- 350 θχ’ -, χ] --38κ΄ «δχ16-0 


---- ειδικές µορφές ανισώσεων 


Β.8 


97 ---- 


Ειδικές µορφές Ανισώσεων 


1. Α(κΧ):Β(ς)...50 ή Α(κ).Β(α)..«θήςθήΣθήΣ0 


Πρόσηµο 
γινομένου 


Βρίσκουμε το πρόσημο κάθε παράγοντα και µε τη βοήθεια πίνακα (όπως περι- 


γράφετα! στο επόµενο παράδειγµα) βρίσκουµε το πρόσημο του γινόµενου. 


Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθεί η ανίσωση: (κ --Ἰκ-κ1ρ)(--κὴ --ᾱκ--4)(--κ) --δκ--Τ)(1--κ) «0 


Λύση 

Με το γνωστό τρόπο βρίσκουμε το πρόσημο του 
κάθε παράγοντα, Σχηµατίζουµε έναν πίνακα, όπως 
βλέπουμε παρακάτω, τοποθετώντας τους παρά- 
γοντες της ανίσωσης Κάτω από το Χ, και σηµει- 
ώνουμµε στο τέλος της πρώτης στήλης το γινό- 
µενο των παραγόντων της ανίσωσης. 

Στην πρώτη γραµµή βάζουμε µε διάταξη τις τιµές 
του Χ που µηδενίζουν τους παράγοντες της ανίσω- 
σης, και φέρνουμε κατακόρυφες ευθείες κάτω απ’ 
αυτές. ]οποθετούμε το πρόσημο (3) στα διαστήµα- 


αν εβκ--ᾱ 


Συμπέρασμα για 
το πρόσημο του 
γινομένου 
(κ”--7χ-10)(-κ7-4κ-4) 
(-κ”-λχ--7)(1--κ) 


τα που έχουµε βρεί ότι οἱ παράγοντες είναι θετικοί. 
Στα υπόλοιπα διαστήματα οἱ παράγοντες της 
ανίσωσης έχουν πρόσημο (-). Εκτελούµε κάθετα 
το γινόμενο των προσήµων καὶ συμµπληρώνουμε 
την τελευταία γραµµή του πίνακα. 

Στις τιµές που οι παράγοντες μηδενίζονται και πάνω 
στις κατακόρυφες γραµµές φέρουμε μικρούς κύκλους, 
Τα γραμμοσκιασµένα διαστήµατα είναι αυτά στα 
οποία οἱ τιµές του Χ επαληθεύουν την αρχική ανί- 
σωση. 


Άρα π ανίσωση (1) κατά συνέπεια Και Π αρχική αληθεύει αν: κ εἰ--) ω[1, 2].’[5. --σο) 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
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Β99. Να λυθεί η ανίσωση: Β102. Να λυθεί η ανίσωση: 
(--3χ)(2χ4)(4- χ)κ- 67-χ)«0 (ι- «κι ο]-κ ακ-δ]ςρ 
Β100. Να λυθεί Π ανίσωση: Β103. Να λυθεί η ανίσωση: 


ο, κ(κ --Ἱκιο](κ” --δχκ4) (2-9) «ο 


Β101. Να λυθεί η ανίσωση: 


(κ - 7(- κ; -3κ-κδ)(κ2- σχ9)«0 


Αρ - ος .. Αίά , Απ) ορ 
ΡΒ(α) 


Πρόσημο πως π( πο πρ 


πηλίκου 
Επειδή το πρόσηµο του πηλίκου είνα! το ίδιο µε το πρόσημο του γινομένου , 


µετατρέπω το πηλίκο σε γινόμενο .Βρίσκω το πρόσημο κάθε παράγοντα και 
µετη βοήθεια πίνακα (όπως περιγράφεται! στο προηγούμενο παράδειγµα) βρί- 
σκω το πρόσημο του γινόµενου. 


Κλασματικές ανισώσεις είνα! αυτές που περιέχουν (πιθανόν παραστάσεις του) 
χ σε παρονομαστή. 


Λύση ΠΡΟΣΟΧΗ: 
Υπενθυµίέουµε ότι δεν μπορούμε να πολλαπλασιάζουµε τα µέλη ανισοτικής 
σχέσης µε ποσότητες μεταβλητού ή αγνώστου προσήµου. 


ανισώσεων αχ. 1 
π.χ. αν χεξ δεν μπορούμε από την στι Σ4 να συµπεράνουµε 
Χ 


κλασματικών 


ποτ ο. υ 


2χ--] 

διότι δεν μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε τα µέλη της πῃ »4 µε την 
Χ 

μεταβλητού προσήµου, ποσότητα χ-Ι , όταν χεκξ. 

Π/ αυτό για να λύσουμε κλασματική ανίσωση κάνουμε τα εξής: 

Ι. Μεταφέρουμµε τις ποσότητες του β᾽ μέλους στο α µέλος µε αντίθετο πρό- 


σηµο ώστε να έχουµε στο β µέλος το 0 (αν χρειάζεται) . 


Π. Μετατρέπουµε τις ποσότητες του α µέλους σε ομώνυμα κλάσματα (αν 
χρειάζεται) ώστε να έχουµε στο α᾿μέλος ένα µόνο κλάσμα δπλ. να φέ- 


--- ϱ]δ]ές μορφές ανισώσεων -------ιιοιιο«αααααααααααααααααααααααααααααααααπαααα παπα παπα παπα 99 --- 
ρουµε την ανίσωση στη µορφή: 
τος σ(5.ς«.«)0 


ΠΙ, Επειδή το πρόσημο του πηλίκου είναι το ἰδιο µε το πρόσημο του γινομένου , έχουµε: 


Α(Χ) Ἂρς«)θ«5 ΑίχΧ σε]. «ξ.ε π» 
πιο )ο Α(κ)Η(«)2(3...90, Β(α)-ο0 


και καταλήγουμε σε ανίσωσῃ που λύνεται κατά τα γνωστά. 


Λυμένα παραδείγματα 


Ἑδίτ-ίι ές χ--. 2 χ-- - { 
μμ] Να λυθεί η ανίσωση: (6 κ (ὔ «δ)(α-ε)” )΄ «0 εν τιµές χ- -2, χ--2 και χ- 1 απορρίπτοντα!. 
Πω -4) Έτσι Π ανίσωση αληθεύει για κάθε 


Λύση χε([-2,])ώ(1.2). 
Προφανώς χεξ -(-δ, 2]. 

Πολλαπλασιάζοντας µε το τετράγωνο του ο λυδος πα Ίσωσηι ολα 
παρανοµαστή Π ανίσωση µετετρέπετα! στο γινόμενο ΧΙ 2χτΙ 
(κ εδ](κ-) (κ -4)«ο. ση 


Επιλύουµε τις επιµέρους ανισώσεις. Έχουμε: ΣΙ ”ᾱ ελ ω Ἡι, Κπὸ « 
Χ-- 2χ-Εἱ Χχ-ἰ 2χ-] 


- (Οκτ λ)ίκ τη) (καν 


.χ΄ «350. Αλπθεύειγιακάθε χ ΕΕ αφούα-120 


καιΔ--θ---4-2«0. (κ--Ό(2κ 1) ος 
Σ(κ--Ὁ 50. Προφανώς αληθεύει γιακάθε κκ. 
2χ’ «2χΕχ-{|--χ΄ --2χ-χ--23 0 
:χ- --450.Αληθεύειγιακάθε χ ε(--ο,--2) (2.399). ὑποτη ο ώς, 
Σχηµατίζουµε τον Πίνακα µε τους παράγοντες της . 
ανίσωσης Και τις τιµές του χ που τους µηδενίζουν. ωρα 
Τοποθετούµε τα πρόσηµα στα διαστήματα, και βρί- ία -1)(2κ ω 9 
σκουµε σε κάθε διάστηµα το γινόμενό τους. «5 (κό . κ-ά)ίκ--")(κ 1) Σθ,(κ--Ι)(2κ1)0 


Επιλύουμε τις επιµέρους ανισότητες: 

χ΄ «χ-420, 

αληθεύει για κάθε πραγµατικό αφού έχει δια- 
κρίνουσα αρνητική. 


χ-{λθςχ2Ι 


2κε1λ0κ2- 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ 
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Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων.(βλ. σελ.9 7) 


έχει 9 
Δ«οι Χ Ἔχτ4 .. Ἔ Ἔ 


21 ο π 


Συμπεράσματα 
γιατοπρόσηµοι - ὁ - αν, 
χ΄ Εχ 4 


(κ  Ὀρκ ἢ 


Άρα Π ανίσωσῃ αληθεύει αν κ ε[-σ.] 


--3){χ) --Ἰχ--10 
Να λυθεί π ανίσωση: εν ΙΕ 
(κε α)(κ--4) 


Λύσπ 
Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων.(βλ. σελ.9 7) 


Συμπεράσματα 
για το πηλίκο: 


(κ- 3)(κ - Ἰκ10) 


(κ εὐ(α- 4) 


Άρα Π ανίσωση αληθεύει αν κ ε(--ο,--1).)[2.3].)(4,5]. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β104. Να λυθούν οἱ ανισώσεις: Β108Ρ. Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 
-- 2χ--5 -- 2 
Ἱ' ως «0 πο ο] πῃ πι ος Γαίας 
2χ-ΕΙ χ-Ι Αχ” --4χ ΕΙ πι οκ 
ων Χ 2 
Π. «0 ο (κκ -4 
ἡ 2χ-]1 Π. πμ, 


ο οσο 


--- ϱ]δ]ές μορφές [Το ο αλ --------------------'ὦ 101 υπ 


Β106. Να λυθεί Π ανίσωση: - 1 « Β109. Να λυθεί π ανίσωση: --- 
λχ-χ 1-2 κ χ-ἶἰ ὃχτι 


κ-3 καλ 10 Β110.Να λυθεί π ανίσωση: 
χο σα. οκ 6 


Β107.Ναλυθείη ανίσωσῃ: 
(3 -- κ)(κ” --ᾱκ --8) . 
(-κΖ--σχ-- θ)(κ--1) 


2χ-Εἱ 
Β108. Να λυθεί π ανίσωση: ------ «3 
Χχ-ἰ κΧχ-ειί 


ο. Για να λύσουμε σύστηµα ανισώσεων δΠλ. να κάνουµε συναλήθευση ανισώ- 


ΚΟ ΠΧ σεων: 
ΣΕΩΝ ἱ. Λύνουμε την κάθε ανίσωση του συστήµατος χωριστά κατά τα γνωστά. 
Π,. Κάνουμε “άξονα ή πίνακα συναλήθεύσης” και βρίσκουμε τις τιµές του α- 
γνώστου για τις οποίες οἱ ανισώσεις συναληθεύουν δπλαδή βρίσκουμε 
ισοδύναμη τις λύσεις του συστήµατος 


ή 
έκφραση: 


ΣΥΝΑΛΗΘΕΥΣΗ 
ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ 


Λυμένα παραδείγματα 


: - ὃς Αχ Σ 
Να λυθεί το σύστηµα: υ δε 


χ) «9 


Αν δεν υπάρχουν τιµές του αγνώστου για τις οποίες οἱ ανισώσεις του συ- 
στήµατος να συναλπθεύουν, τότε το σύστημα εἶναι αδύνατο. 


Λύση 
Λύνουμε την κάθε ανίσωση χωριστά. 
χ -4χ  Σδχ«οχ -4χ᾽ -«δχ2θ«» ος -ᾱκ--5) 50 (1) 


Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων.(βλ. σελ.9 7) 


άρα Π (1) κατά συνέπεια και Π αρχική: χ΄ -4χ΄ Σδχς»-Ι«κ-«θήκχχδ, 

χ «Ο«χ΄-θ«θς--2«χ-ςβ [διότιτο τριώνυµο χ2 --9 εἶναι ετερόσηµο του α-1Ι ανάμεσα 
στις ρίζες του που είναι: χιΞ23 καιχ, Ξ--2). 

Κάνουμε πίνακα συναλήθευσπς. 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ 
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-οο -ᾱ - 


πμ μυ ς 


άρα οἱ ανισώσεις του συστήµατος συναληθεύουν αν: -ἰ«κς«θ. 


χὶ --Ἰχ) «Ιθχ20 
6] Να λυθεί το σύστηµα: 


Λύση 


Είναι χ) --7χ” «Ιθχ20«5 ας -Ίκχ10) 20. Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων. 


Συμπεράσματα 
για το πρόσημο 
του γινομένου: 


χ(κ - Ἰκ10) 


Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει: χ(κ) -Ίκχ10) 0 κε[θ,2].)[5.-0) 


2χ-5])]-4(χκ-3 
[α τι δεύτερη ανσδακαένουµε 2) κάν ον 4κο εν! ω ) σα ο 
Χ-- ιτ Χ- 


2χ-Εἱ-- 4χ-ς12 
κθς 
Χ--3 


κ] ορ (οκ 1β)ίκ-3)«θ,κ-3 0 
.. 
Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων. 


-2χ 13 
Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει: οσα «θῶχε(-.,)]--.οο 


Κάνουμε πίνακα συναλήθευσπς. 


-- «]ο]ές μορφές [ο Το ο 1Ο --------.--Ὅ«'ἊὍὍὍὍ«Ὅ«-- 103 πσσο 


’ 3 
Άρα οι ανισώσεις συναληθεύουν αν: Χε [ο]υ] 2 


Να βρείτε το διάστηµα που συναλπθεύουν οἱ ανισώσεις: 


(κ-ε(ς κα) εκ--7)« 0 
2χΧΓ120 
χ) --Ἰχ” 10χ50 
Λύση 


α. Λύση της (Χ-- δα -κ-4)- -κ)ακ--7)«0. (1) .Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων. 


Άρα για να είναι αληθής Π ανίσωση (1) πρέπει χε [1.:1:ο) , 
β. Λύση της: 2χ4120 (2) 
21120922 -19κ»-5 


Άρα π (2) αληθής αν αχ ε[-σ.να]. 


Υ. Λύση της: κ΄ --7χ7 «1020 (3) 


χ) --Ίχ εἶθχ»δ0ς» ο. --Ίκ10) 5.0 .Σχηµατίζουµε πίνακα προσήµων. 


Άρα π (3) αληθής αν κ ε(θ,2)ι’(5,:οϱ) 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ 


Ἱα οἜ- 
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Κάνουμε πίνακα συναλήθευσης. 


Άρα οι ανισώσεις συναληθεύουν αν χε[1,2).’(5.49ϱ). 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β111. Για ποιες τιµές του Χ συναληθεύουν οἱ  Β112. Ναλυθούν τα συστήµατα; 
ανισώσεις: 
χ-2250 
. ῃ πας α. ὁόχ2 «δχ-.{50 
« . 
ο ε-α Τι, ο. -χ; «5χ--6«0 
8-2Χ20 του 
τν χ--ἶ 
2χ-ἰ «Ἡς 50 
Ππ π---ᾱἳ β. «2χ-1 
χΣ2 (κ” --4) (κ; --2κ-4)«0 


Για να λύσουμε άρρητη ανίσωση (δπλ. ανίσωση µε ριζικά), θέτουµε περιορι- 
σμούς: ΟΙ υπόρριζες ποσότητες να είναι 20. ΣτΠ συνέχεια υψώνουμε σε 
Ανισώσεις δύναμη (ίση µε την τάξη της ρίζας), έχοντας υπόψη µας ότι: 


Άρρητες 


.ἈΑν αβ»0: α2β«σα’ 2β’ 


α” 2β”, ν: περιττός 


α” «β”’,ν: άρτιος 


.Αν αβ«0: α2ρςή 


Στο τέλος συναληθεύουµε µε τους περιορισμούς. 


Λυμένα παραδείγματα 


ασ Να λύσετε την ανίσωση:χ- 2-κ- 4 µέλπ της ανίσωσης αν δεν είναι οµόσημα γΙ’ αυτό 
διακρίνουμε (µε δεδοµένους τους περιορισμούς 


Λύση το 19 µέλος είναι θετικό) δύο περιπτώσεις: 
Επειδή, δεν μπορού- Περιορισμοί κ-2360. | «Αν κ-4«θ δηλαδή χ«4 τότεγια 2«χ«4 
µε να υψώσουµε στο δηλ. Χκ22 Π ανίσωση αληθεύει γιατί το 19 µέλος είνα! µη 


τετράγωνο και τα δύο 


---- ΕΙδΙΚκές μορφές ανισώσεων 


αρνητικό, ενώ το 25 µέλος είναι αρνητικό. 
.Αν χ-4320 δηλαδή χ24 είναι και τα δύο 
µέλπ οµόσημα έχουµε: 


πο ο (κ) »(κ--4)’ 


«κχ-2σχ -δχ-ΕΙ6 
«σχ΄ -Οχ-εΙδ«0 ῴ2«χ«ό6 
Εξαιτίας όµως του χ24 έχουνε σ᾿ αυτή την 
περίπτωση 4-«κχ-«όσ. 
Άρα π ανίσωση αληθεύεΙγια χεξ µεζ2-ςκχςθ. 


Να λύσετε την ανίσωση 


ν2χΤονκ-ί 
Λύση 
Πρέπει 
χ-130 δηλ. χ2Ι και 2χ-750 ὃπλ. 


κλ-. Τελικά χ2Ι. 


Υψώνοντας και τα δύο µέλη στο τετράγωνο 
έχουμε: 


«κε μας--ἶ ϱ(ν κκ] »(νκ- 


«2χ{7σχ-Ι«2χ5-8 δῃλ. Χ2-4 
συναληθεύοντας µε τον περιορισμό βρίσκουμε 
Χ»]. 

Άρα Π ανίσωση αληθεύε! για χεξ µε κ2Ι. 


μι) Να λύσετε την ανίσωση 


ΝνοΧ- 4 σχ-2 
Λύση 
Καταρχάς, για να ορίζεται η ρίζα, πρέπει! να ισ- 


χύεΙ κ-2209κὰξ 
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» Αν σεκ«2 τότε κ--2 «0 και επομένως η 


ανίσωση επαλπθεύετα!ι προφανώς, αφού 


Μόοχ- 350 
» Αν χ22 τότε, τετραγωνίζοντας και τα δύο 
µέλῃπ της ανίσωσης, βρίσκουμε ισοδύναμα: 


2 
οχ-35(κ-2) Θα) -θχεΤς«0 
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι η ανίσωση αυτή ε- 
παληθεύετα! για χ τέτοια ώστε 


ο 158 9-53 
«ΣΧς 


ὃ ο 
9-53 9.53 
μη ν  πνων. 


Οἱ ανισότητες αι χ22 


συναληθεύουν για χ τέτοια ώστε 


2«χς« κε (βλ. σχήμα) 
9- 5 9-53 
2 2 2 


Συνοψίζοντας λοιπόν τα παραπάνω, έχουµε ότι 
9Χ-322χ--2 επαληθεύεται στα 


0.53 


2 


π ανίσωση 


διαστήματα 12] και ε | δπλαδή 


3 ο 


στο διάστηµα |--, 
9 2 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β113.Να λυθεί η ανίσωση: «χ- [σχ-3 
Β114 Να λυθεί η ανίσωση: ϕ2χ- χ) «3-κ 


Β115. Να λυθεί π ανίσωση: «Ίχ15 5 ΜΙ- κ 


Β116. Να λυθεί Π ανίσωση: 


ρε. ον} -χ 


Β117. Ναλυθείη ανίσωση: ἡΧ-ε{--ἠ2χ 1255 


ΕΙΔΙΚΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
ΑΝΙΣΩΣΕΩΝ 
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Β.9 Βασικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις - ανισώσεις 


» Τριγωνομµετρική εξίσωση µε έναν άγνωστο λέγεται κάθε εξίσωση που ο άγνωστος ή Π παράστασπ 


του αγνώστου περιέχετα! σε έναν τουλάχιστον τριγωνομετρικό αριθµό. 
Παραδείγματα 


1. Οι εξισώσεις 2 κ. Ξ-1, εφὶχ--Τεφχ--6--0, είναι τριγωνοµετρικές. 
ημ 3 φ φ 


2. Ἡ εξίσωση κχ τημο Ξ2 δεν είναι τριγωνομετρική εξίσωση γιατί δεν περιέχε! τον άγνωστο χ σε 


τριγωνομετρικό αριθµό. 
» Λύση µιας τριγωνοµετρικής εξίσωσης είνα! το σύνολο των γωνιών (ή τόξων) που την επαληθεύουν. 
» Ἡ διαδικασία εύρεσης της λύσης λέγεται επίλυση της τριγωνοµετρικής εξίσωσης. 


Αν ϐ εἶναι µια λύση της εξίσωσης ηµχ-α βλ. σχήµα, τότε όλες οἱ λύσεις της 
Ισότητα δίνονται από τον τύπο: 
; χΧ- 2κπ-θ ' 
πηµιτόνων ημχΞξαΞξημθ«» »όπου κεζΖ 
Χχζρλκπ-π-θ 


µε -ἰ«α«0 με 0-ας1 


Αν ϐ είναι µια λύση της εξίσωσης συνχ-α βλ. σχήµα τότε όλες οι λύσεις της 
Ισότητα δίνονται από τον τύπο: 
ΧΞ 2κπ--0θ 


συνηµιτόνων συνχΞαΞσυνθ «» όπου κεζ 
ΧΞ2κπ--θ 


με θς«α-«1 με -ἰ«α«0 


θ 
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---- βᾳσικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις 


Οἱ γων/ίες (τα τόξα) 6 και π -- ϐ έχουν την ίδια εφαπτομένη (βλ. σχήμα). 


Αλλά και κάθε γωνία Κµπ -- 6 µε Κ ακέραιο έχει επίσης την ἴδια εφαπτομένη. Άρα 


Ισότητα 
ῃ εξίσωση εφχ-α͵, όπου α εξ έχει άπειρες λύσεις που δίνονται από τον τύπο: 
εφαπτοµένων 
εφχξαξεφθ«οχςκπ-θ,όπου κεζ 
όπου ϐ είνα! µια λύση της εξίσωσης εφχ-α. 


π/2 
0 


Οἱ γωνίες (τα τόξα) ϐ και π -- θ έχουν την ίδια συνεφαπτοµένη (βλ. σχήμα). 


Αλλά και κάθε γωνία Κµπ -- 6 µε Κ ακέραιο έχει επίσης την ίδια συνεφαπτοµένῃ. 
Άρα π εξίσωση σφχ--α͵, όπου α εξ. έχει άπειρες λύσεις που δίνονται από τον 


συνεφαπτοµέ- ΜιήΠΟ 
νων 


Ισότητα 


σφχΞξαΞσφθ« χΧςκπ-θ,όπου κεΖ 


όπου ϐ είνα! µια λύση της εξίσωσης σφχ-α. 


» Τριγωνομετρική ανίσωση µε έναν άγνωστο λέγεται κάθε ανίσωση που ο άγνωστος ή π παράστασπ 
του αγνώστου περιέχεται! σε ένα τουλάχιστον τριγωνοµετρικό αριθµό. 
Για παράδειγµα, 
. π , µ 
οι ανισώσεις 2ημ(ν -ᾱ) «Ι, σφ΄χ -δσφχ--7 20, εἶναι τριγωνομετρικές. 
» Λύση µιας τριγωνομµετρικής ανίσωσης είνα! το σύνολο των γωνιών (ή τόξων) που την επαληθεύ- 


ουν. 
» Ἡ διαδικασία εύρεσης της λύσης λέγετα! επίλυση της τριγωνοµετρικής ανίσωσπς. 


ΒΑΣΙΚΕΣ 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 


--- 108 


Μέρος Β - Κεφάῆαιο 9 ----- 


Πως λύνουμε τριγωνοµετρική ανίσωση της µορφής : 

συνχ«α ήσυνχχα,με-ί[«ας«ί 
Κατ αρχήν βρίσκουμε γωνίες στο διάστηµα [0,2π] που έχουν συνηµίτονο {ίσο µε α. 
Υπάρχουν πάντοτε δύο γωνίες στο[0,2π]τέτοιες ώστε συνχ Ξ α. (βλ. σχήματα) 


Έστω οἱ ϐ, καιθ, -2π--θ, µεθιςθ,. Τόε με θ-α«1 ή -ἰ«αςθ ισχύουν 
συνχ2ᾳα6θ, «χς2πήθςκςθι (μπλέ τόξο) 


συνχ«α«.6, «κ-ςθ, (κόκκινο τόξο) 


Οι γωνίες µε συνημµίτονο 
µεγαλύτερο του α είνα! αυτές 
που Π τελική τους πλευρά θι θι 


μεθςα-«] µε -]«α-«0 


καταλήγει στο μπλέ τόξο. 
. 0 

Οι γωνίες µε συνηµίτονο π 2ῃ Ἡ 2Π 
μικρότερο του α είναι αυτές 
που η τελική τους πλευρά 
καταλήγει στο κόκκινο τόξο. ϐ7-2Π-θι 0:-2Π-6θι 

1 π π στ 

π.χ συνχΧχςζς- «συνχζέσυν- ο σχκς--- 
2 3 3 3 


1 2 4 2 
συνκὰ-5 9 συνκΣσυνς ος εκςλπήθκκς-- 


. ο - π - 
Οι παραπάνω ανισώσεις συναληθεύουν για : . κχς ή κχς 


και γενικά Ρα όπου Κεζ 


Πως λύνουμε τριγωνοµετρική ανίσωση της µορφής : 
ημχ«α ή ημχχα ,µε-]ζκαςί 
βρίσκουμε για ποια γωνία 6 στο διάστηµα [0,2π] ισχύει ηµθ--α Καὶ λύνουμε την εξίσωση 


ημχ - ημθ .. Υπάρχουν πάντοτε δύο γωνίες ϐ,,6, στο [0.2π] τέτοιες ώστε ηµθ-α. 


Αν θςας1 υπάρχουν δύο γωνίες ϐ,,6, στο [0,π] τέτοιες ώστε ηµθ-α. 
Έσω 0ς6,« 5 «0, «π͵, τότε έχουµε: 


» ημχΣαΞημθ 96, «χκ-ςθ, (κόκκινο τόξο στο επόµενο σχήμα) 
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---- βᾳσικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις 


» ημχ«α-τημθςθ, «χς2πήθςκςθι [μπλέτόξο στο επόµενο σχήμα !) 


π/2 π/2 
0, θι 
0 0 
π 2π π 2π 
θι 02 
σχήμα | σχήμα |] 
3π/2 3π/2 


ενώ αν εἰνα[--Ι«α-θ., πάλι υπάρχουν δύο γωνίες ϐ,.θ, στο [π,2π],τέτοιες ώστε ημθ -α. 


: 3π τος 
Εσω πςθις« Ὅ «ϐ,«2π , τότε έχουµε: 


» ημχ«αΞημθ«6ι «κςθ, (κόκκινο τόξο στο παραπάνω σχήμα ΙΙ) 


» ημχΣα-ημθς»ϐ, «χς 2πήθςκ-ςθι (μπλέ τόξο στο επόµενο σχήµα 11} 
Εἰικάαναξθήας- 1|ήαςτ1 έχουεθςπήρ2π,θς ἍἈπ/2,θ5Ξπ/2 αντίστοιχα. 


Π.Χ Για την ανίσωση:  ημχ ο. ω 

«8 π 2π π π 2π 
ε 0.2π], έχουµε: ηµχΞ---Ξημ-Ξημ-- οκξ- ήχκςτπ---Ξ---. 
με χε[θ,2π] ο πο πε .. σσ 5 
{εδώ οἱ θ,,Θ, είναι οι π/3 και 2Π/3). 
ι . π 2π Ί 
Επομένως µε χε[θ,2π] π λύση της (1) είναι πο σε και 
γενικά όλες οἱ λύσεις είνα! οἱ 2π ευ. 
3 3 


[2ος τ, 2 όπουκεζ. 


Λυμένα παραδείγματα 


π ͵ . ῥ ᾱὶ 
το πλ Επομένως όλες οἱ λύσεις της παραπάνω 


Ἡ . . , π 
εξίσωσης δίνονται από τους τύπους: κ --2κπ-- αι 


Επειδή "μα - µια λύση της εξίσωσης είναι | κ- Ακης όπου κεζ. 


ΒΑΣΙΚΕΣ 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
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Να λύσετε την εξίσωση: φβημχ Ἔσυνχ- 1 


Λύση 

Ένας τρόπος λύσης της εξίσωσης αημχ «βσυνχ-Υ, 
αν αβγ -0. είναι και ο εξής: 

Διαιρούμε και τα δύο µέλη µε το β και έχουµε: 


α γ 
--ημα «συνχ--- (1) 
β β 

- ὃ π π . - α 
Επειδή υπάρχει ὧ ε (οσα) έτσι ώστε εφωΞ β 
ῃ (1) γίνεται: 


εφῶημχ -Γ συνχ -ἲ5 ΕΣ ηµκ «συνχ κ. 


β συνω 


«» ηµωημχε Γσυνχσυνῶ- μσυνω ε5 


συν(χ--ο) --«συνω 


Η τελευταία εξίσωση έχει λύση, αν καὶ µόνον αν, 
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γ 


Ξ"συνω] «1 που ισοδυναμεί µε αἲ «β΄ ΣΥ-,που 


είναι η Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει 
λύση Π αρχική. 


Επειδή εφ -ϕ3 Π εξίσωση γίνεται: 


π 
απ ημτ 
3 

ο η ο ροση 


συν-- 
3 


ημ{ ημαχ Έσυνχσυνζ- -συν- «» 
3 3 3 


; 2π , 
Άρα χ - 2κπ-- ῃ χξοκπ, κεζ. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β118. Να λυθεί Π εξίσωση: 


Β119. Να λυθεί η εξίσωση: 


π 
ον ι- Ἱ- 
μοντ) 


Β120. Να λυθεί Π εξίσωση: 
2ημ΄χ--δημχ- 2-0. 


Β121. Να λυθούν οἱ εξισώσεις 


α. (2ημκ-- ή -48{(1-- ημκ)(2ημς-1)-0 


β. συνδν- τὰ µε χε[θ,2π]. 


Β.122 Να λυθούν οι εξισώσεις; 
π 
α. ην οκ ἔ)- συν 
β. εφχ-σφχκ-0 
Β123. α.Να λυθούν οἱ εξισώσεις 


[οἳ 1 ο ν2 


ημχ ας και εφχ--- ---ὰ 


β. Να λυθούν οἱ ανισώσεις 


ἱ, 2συνάχ 5 ὴ3 Π. εφχ 51 
Π. ημχ 20 ν.συνχ Σ --ἰ 
γ.2συνχς« τε 
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Β.10 Εκθετικές εξισώσεις - ανισώσεις 


Α. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
Εκθετική εξίσωση ονομάζουμε κάθε εξίσωση που σε ένα τουλάχιστον από τα µέλη της εμφανίζεται ο 
άγνωστος χ ή κάποια συνάρτηση του αγνώστου σε εκθέτη δύναμης µε βάση θετικό αριθµό. 


Επίλυση της εκθετικής εξίσωσης λέμε την εύρεση του συνόλου των λύσεών της, δηλαδή τις τιµές του 
αγνώστου που την επαληθεύουν. 


Οι εκθετικές εξισώσεις έχουν ή καταλήγουν µετά από πράξεις σε µια από τις παρακάτω µορφές: 


[πα την επίλυση αυτής διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 
13 περίπτωση: 
Αν ο β είναι δύναµῃ του α ή µπορεί να μετατραπεί σε δύναµῃ του α. 
ΠΕ ρνα ει «λετε 
π.χ. 34 5819353 ο κ-3 


23 περίπτωση: 
Αν ο β δεν µπορεί να μετατραπεί σε δύναμη του α, τότε χρησιμοποιούμε τον 
ορισµό των λογαρίθµων που θα δούµε παρακάτω. 


 Εθ τε τος 


Π. Μορφή Και εδώ διακρίνουμε δύο περιπτώσεις. Ανάλογα αν το β µπορεί να είναι ή να µῃν 
νι είναι δύναμη του α. 
α”.-β 13 περίπτωση: 
όπου {(5α) πχ. ο αν αρα αρ κ. οκε[]--ος 
ο κας ρα 4 -- 

συνάρτηση του χ «Φχ -ὀχεθξθ χΞ2ήςχκ5Ξ2 
Αυτές είνα! Και οἱ ρίζες της αρχικής εξίσωσης. 
και αιβ20 µε 


π.χ. 6) ὑ 1 ο --ὐ «ὴ 3-|2χ]--0«» 2|Χ|--3 οι ατα 
αγ. ὃ 2 


ο Αν ο β µπορεί να μετατραπεί σε δύναμη του α, τότε : 
Ἂν μι η ( : ὁ ω ' ῶ 

εκ). ϱρείχ Εκ) κεκ - 
αἩ -βιὼ αρ πα τα ο σσ) - 
ΧΕΙ κεί 


μεί ϱ ο ποτ το” - µπτ τ2κ-4 9 Ακ3-.2(.-2)’ 


συναρτήσεις του ο νο οο ὁ ον Γ. ο-ο- 


χ και α,β20 


2{κ-σ]α-θ-ος κ-ᾖ-θήκ-5-05 κος ήχ-δ5 


και 
ο Αν Οβ δεν µπορεί να μετατραπεί σε δύναμη του α, τότε χρησιμοποιούμε τον ορισμό 


διάφοροι του 1. 
ο. των λογαρίθµων που θα δούµε παρακάτω. 


ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 
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ο [ια να λύσουμε εξίσωση αυτής της µορφής βγάζουμε κοϊνό παράγοντα το αὖ 


ή θέτουµε α Ξῷ 30 και η εξίσωση μετατρέπεται σε πολυωνυµική εξίσωσπ ως 


ΙΝ. Μορφή προς ω. 


{α)) - ία, Π.χ. ο ο ο -ᾱ σα Ὁ) 


μεαΣ»0 ο ο ολ υκ- ἡ εδω -α” σος 


μεα τσ 1. -δ 
«3 ρα κ 


9 


ος ος ο 


π.χ. 9: --4.3:..3--0 (1). θέτουµε 3 --ω50 οπότε ϱ(κ)-- (33) -(31) -ωὖ 
Τότε () 50-40 2-0 θὠξιή Ξ-3 


Ἆα ο ξίςᾖ- οςκ-θ, α--λ9οκ5ὶ 


» Διαιρούμε µε β' και ανάγεται σε προηγούµενη µορφή. 
πλ ο το ρα ὁ 
Παρατηρούμε ότι έχουµε δυνάµεις του 2 και του 5. 
Διαιρούμε µε 5” 


γ. Μορφή 
ἴ[αἳ) Ξ- ε(βὴ͵, 
με {, 6 
συναρτήσεις του 2-4 δκ-2 Ακ: 
χ και α,β2Σ0 ς ο σσ Β οἳ 


διάφοροι του 1 ς ο] [ 
νι ---- τος 
και 16 2/45 ο 195 
αφ β. 5) - 32 -[ 
5 1250 
ε(κ)-ι 


.(ο() ιν} ή 
σ(χκ)-0 και Ε(κ)250 


γΙ. Μορφή 
(ρ)ε) - 1, 


πο ντ κο). Γ 


Ξ1. -() 
πει 5 


χ) «2χ- 2-1 (2) 
(094 ἡἠ 
χ και ος) καὶ εδω ο) 


Ε(Χ)20 


συναρτήσεις του 


είναι χ” --2χ--2-1 9 κ «2χ-3-09κ-ιήκ---3 
και (3) «οχ(κ-2)-0 και κ΄ «2χ-250«5 


«ῴκ-θήκ-λκαι χς-]-ώὰλήκχ»-]ν. Τελικά χ---. 
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Β. ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 
Για την επίλυση ανισώσεων στηριζόµαστε στη μονοτονία της εκθετικής συνάρτησῃς. 
Ι. Μεθς«ας«Ι: 


αἲ 5) Εκ) 


»αἵὅ «»Ε(κ)« οίκ) ή αἲὉ «αἲὈ «9 Ε(κ)5ο(κ) 


όπου Εκ), σίκ) συναρτήσεις του χ. 


Π.Μεα»!: 


αἲ ο) αἲὦ 


«αἲὉ «»{(κ)« (κ) 


»αἵὃ «»Ε(κ)Σ (κ) ἡ 


Και στις δύο περιπτώσεις αναγόµαστε σε µία πολυωνυμική, κλασματική, τριγωνομετρική κ.τ.λ 
ανίσωση Π οποία λύνεται κατά τα γνωστά. 


Λυμένα παραδείγματα 


1 Να επιλυθεί π εξίσωση: 43.0:. 5.61 22191 -9 (1) 
332.595. 31-37 5128 


Λύση 
Λύση Ἡ εξίσωση (1) γράφεται 
Ἡ εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 2.23. 6.2.1 1.32. 
αν Χ ΄ ΄ ͵ 2κ , 
1.1 μ5. ακμὸ 3 4 Διαιρούμε και τα δύο µέλη µε 3" και παίρνουμε 
3 9 την ισοδύναμη εξίσωση: 
Θέτουμµε 3” --γ και παίρνουμε την εξίσωση: λα 21’ 
15) - 3-0 (2) 
1 5Υη 5 ΞΙ28«2Ι2ΒΥΞΙ.Ι52 9-9 
. ι 2 : 2} : 
Τότε 3-0-3«κχ-2 θέτουμε: . ΞΥ., και π (2) γράφεται: 
[5] Να επιλυθεί η εξίσωση: 2Υ -5Υ«3-0 (38) 
ο. -ᾱ- ος ας ο. 2] «α{ροςς ὃ ' Ι 38 
που έχει ρίζες: γ.Ξ-,γ,Ξ1. 
Λύση 2 
Άρα π (2), συνεπώς και π (1) ισοδυµαμµεί µε τις 
Η εξίσωση γράφεται: εξισώσεις: 
ο εν ο ο 
ἂ το ττ--θιτς αν ο κι 3 
2 2 5 5 : ; ᾿ ες 
Από τις οποίες παίρνουµεχΈς -ἰ,ΧχΞοθ. 
ον ο ο Π 8 
ο] -δ[κεδί----- 
16 2 25 125 
ο) 16 Ι ) β)η ' [ε] Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 
-- ο - --- ---ἶ -- Χ 
5) «6025 5 5 ᾱ, 5 μα» τν ας 
43 κα. 
Να επιλυθεί π εξίσωση: β. 4331. 11913 «11.411. οἱ 


ΕΚΘΕΤΙΚΕΣ 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 


--11ἰ4 


Λύση 
α. Είναι: 
3ἳ Ε415 ων ει ο πα .. 
ἁἙ 4Χ 3 ας 4Χ 
4-5 12 3 ο 


σσ «» 
3 3ἳ 3 
Φχ-1ΣΙ-Χχ2ΧΣ2«2ΧΣΙ 
β. 1-23 «11.41. -οἳ 
«»0’ ο ο ο» 


«»2.93 «τν «55.0 «27.4 «» 


ϱ) ες) «ϐ) 
«» «κ. « «9» 
4 δ 2 2 


κ θκολαος 
3/251 2 
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.. λα η 
Να λυθεί το σύστημα: ποσο 
9. 16’ - 65 


Λύση 


Αν θέσουµε 37 -ω, 4” Ξφ τότετο σύστηµα γρά- 
Φεται: 


33.42 --13 ωκφ-13 
«5 5 
9ἳ --16)--65] ΄ἰ(ω4φ)(ω-φ)- ό5 
ωφ-12 ω Εφ 13 
5 ο ο 
13(ω--φ)Ξ 65 ω-φ-5 


.. .. 3ἳ --ᾱ” μὴ 
«» «» «» «» 
2φ-δ φ-8ᾷ 4) -ᾱ4ᾱ ΥΞ 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


4. Ι8ἱ-4κ « (54 ν2 δ 


Β124. Να λυθούν οἱ εκθετικές εξισώσεις: 
εκ να ο να. 
4. 4331. 5.6" 2.4:-0, 
πο ο ο αν ος 


Β128. Να επιλυθούν οἱ εξισώσεις; 
4.2.0κ-4-3κ- 6-0 
5, Αχ] κ -- Αχ-ἰ Ε2Χ93 

-Ί. (1) 


6. α- πα τ ο) 


1 νο 
Χ--- ---εί 
9, 2211-3184 2492 -0 


10. 2:43 --3-0Χ -- 5.63 


Β126. Να λυθούν οι ανισώσεις; 


ΧΙ 


1. 27κ-2 «32κ-4 


1 1 1 
Χτ-- Χτ-- Χ----- 
2.3 24«22Χ154 2-3 2 


8.οΧχ -α-χ «0 


Β127. Να λυθούν τα εκθετικά συστήµατα: 
1 3) «2.57 - 7 
πο σσ 
πο τα 
5. | .] 
κ ὉἩ 


6 ΙΧ ΕΥ Ξ2 
Ὅ 14. (κε γ)-- 196 


Β128. Να λυθούν οἱ ανισώσεις: 


κ2λ-.2 
Ι. ας -εχ 50 
6 
χ2--2 
Π, ϱ -εχ «0 
[ο 


Β129. Να λυθεί Π ανίσωση: 
32. 28.3Χ1 3320 
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Β.11 Λογαριθµικές εξισώσεις - ανισώσεις - συστήµατα 


Επίλυση Α. Εξισώσεις 


Λογαριθμικών Για να λύσουμε µια λογαριθµική εξίσωση στηριζόµαστε στην ισοδυναμία: 


1ος, Ε(κ) -ἶοα, (κ) 9 Ε(χ)-- ία) 


Εξισώσεων - 
όπου 0«α-1 και 1{χ) , 6(χ) συναρτήσεις του χ. 


Ανισώσεων Στο τέλος δεχόμαστε τις λύσεις που ικανοποιούν τους περιορισμούς που 
θέτουµε πάντοτε στην αρχή που είνα! οἱ : 


{(κ)50. και οίκ)50 


.. Ανισώσεις 
[ια να λύσουμε µία λογαριθµική ανίσωση στηριζόµαστε στην ισοδυναμία: 
α. Αν θ«α«1: 106, Ε(α)«ἶοςσ,σ(ακ) « Ε(κ)Σοίκ) (1) 
β.Αν α»1: Ιος, Ε(κ) «Ιος, σί(α) «5 Είκ)«σίκ) (2) 
όπου α»4 καὶ αγ! και {{Χ), σα) συναρτήσεις του χ. 
Στο τέλος συναληθεύουµε τις λύσεις που ικανοποιούν τους περιορισμούς 
που θέτουµε πάντοτε στην αρχή που είνα! οἱ : 


{(κ)50. και οίκ)50 


µε αυτές που προκύπτουν από τις (1) ή (2). 


Παρατήρηση 


Για να λύσουμε µία λογαριθµική εξίσωση ή ανίσωση προσπαθούμε να τη φέρουμε σε 
από τις παραπάνω µορφές, Α ή Β, µε συνέπεια το πρόβλημα να ανάγεται! στην επίλυση 
πολυωνυμµικών, ρητών, άρρητων, τριγωνομµετρικών εξισώσεων ή ανισώσεων που 
αντιμετωπίζοντα! µε γνωστό τρόπο. 

Γενικά λογαριθµίζουµε όταν έχουµε άγνωστο στον εκθέτῃ.. 


πχ αν ιθιρο ανο κε. 


, - . - . 
Προσοχή στη χρήση ιδιοτήτων,π.χ η χ΄ Ξ5 2]π]χ] και όχι Ἱπχ -2]ηχ. 


ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - 
ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ - ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
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Εκθετικές εξισώσεις που λύνονται! µε τη χρήση λογαρίθµων 


Επίλυσ ΑΜ 


εκθετικών 


Αν ο β δεν µπορεί να μετατραπεί σε δύναμη του α, τότε χρησιμοποιούμε τον ορισμό 
Εξισώσεων των λογαρίθµων 


αἲ Ξ5β«οκ]οςβ 


(µε χρήση πο κ οσ Ιορυἡ 


λογαρίθμων) 
Μορφή |α 0 --β 


Αν ο β δεν µπορεί να μετατραπεί σε δύναμη του α, τότε χρησιμοποιούμε τον ορισμό 
των λογαρίθµων 


αὔ-βο {(κ)-]1ος, β 


Χ-1-Γορς3 


π.χοἰ- -ᾱ«ο|κ|-ἲ-ίορ.ᾶ|κ] ο. 
Χ--|--ἶος.3 


µε ἔ,σ συναρτήσεις του χ και α.β 20. και διάφοροι του 1. 


Αν ο β δεν είναι δύναμπ του α, τότε: 


ο βς «5 Ε(κ)ίοσα - σ(κ)Ιοσβ 
Π.Χ. 


4 23 «9 (κ’ «3κ)Ιορ3-- 41ορ2 «95 (1ομ3)χ) --(31ορ3)κ--4Ιοσ2--0 (1) 


Είναι Δ Ξ(31ος3) «Ι6ἱοσ2ἱορ3350 οπότε οἱ ρίζες της (1) είναι: 


3Ιοα33 ψ(31οσ3) ««Ι6Ιοα2]οα3 
ο -- 
2]ο63 
Γ. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 
Λογαριθµικό σύστηµα λέμε το σύστημα,όπου η µία τουλάχιστον από τις 
εξισώσεις του είνα! λογαριθµική. 


Για να το επιλύσουµε εφαρμόζουμε τις Ιδιότητες των λογαρίθµων, αφού 
τεθούν οἱ περιορισμοί και καταλήγουμε σε ένα σύστηµα γραμμικών εξισώ- 
σεων. 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να λυθούν οἱ λογαριθµικές εξισώσεις: 
α.Ιοσ(4κ--1) - 21052-]οσ(κ --1) (1) 
β. ῥπ(κ--1)-- ϱπ(2Χ-4) -- 2ήΠ(κ--2). 
Λύση 
α. Η (1) είναι ισοδύναμη µε το σύστημα: 
{άκ--15 0, κ) -150,1οσ(4κ--Ι) --Ιοσά(κ’ --Ι) 
Η εξίσωση του συστήµατος είναι ισοδυνα- 
μεί µε; 
δκ-ἱ-δ(κ)-!) 5 
1 


«»4χ΄ -4χ- 2-0«χι ο. ο 
2 2 


Απ᾽αυτές µόνο η πρώτη ΙκανοποΙεί και τις 

δύο ανισώσεις του συστήµατος. 

Άρα π εξίσωση (1) έχει µια µόνο ρίζα, την: 
3 


ΧΞ-- 


- 
β. Είναι ῥπ(κ--Ι)-- ἐα(2κ--4) -- 2ήπ(κ--2) (1). 


Χ-]120 Χ»Σ] 
Πρέπει «2χΓ4σ0ς«54χ5-2.Άρα χ»Ι. 
χΓ2250 χΧ»-2 


Η (1) γράφεται ισοδύναμα : 
ῥα[(κ--Ὀ(οκ--4)]-- µα(κ 2) 5 
(κ--Ο(2κ--4)--(κ--2) 
(κ--Ὀ(2κ-4)--(κ2)-05 
(κ-.2)[2(κ--')-(κ.2)-05 


ΧΞ --2 απορρίπτεται 
(κε2)(κ-4) 0 ή 
ΧΞ-4 δεκτή 


Να λυθεί π λογαριθµική εξίσωση: 


στ ορ(κ 2) Ιούν 3 Ξ1:Ε1ορ92 (1) 


Λύση 
Επειδή σι ορίκ«2) Ξ]οσνχ--2 Και 151ο510 
π (1) είναι ισοδύναμη µε το σύστηµα: 
χ:250.Χ-220. 
Ιορ(χ:2.χ- 3) --Ιορί10:93) 
Οι δύο πρώτες σχέσεις του συστήµατος (2) συ- 
ναλπθεύουνγια  χκ»32 (3) 
Ἡ εξίσωση του συστήµατος είνα! ισοδύναμη µε 


την: ῄ(κ2).(κ--3) --10: 93» 


«ο(κ-2)(ακ--3)--300 9 κ -κ--306--0 


(2) 


Από την τελευταία εξίσωσπ βρίσκουμε: 
Χι/Ξ]Ιδ.χ,--Ι7 

Ἡ πρώτη από τις παραπάνω ικανοποιεί την (3), 

συνεπώς π (1) έχει λύση την κΞΙδ. 


Να λυθεί η εξίσωση: 


γκο 1 (1) 
Λύση 
Ἡ (1) είναι ισοδύναμη µε το σύστηµα: 


{κ 50 και χηξν -- 100) (2) 


χα νκ ΙορψΧ. 


Ξ100 «» Ιοσχ Ξ]οβί00«» 


σος κ) Ξ2«510σχΧ-2 ή Ιοςρχ--2 

Από την εξίσωση Ίοσχ- 2 έχουμε: 
]οσχ- 2Ξ1ο5100 άρα, χ- 100 

Από την εξίσωση Ίοσχ---2 έχουµε: 
]οσχ---2ΞΙο560,01 ἁρα κ-θ,θ0Ι 


Άρα οι λύσεις της (1) είναι; {10”.. 103} 


ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - 
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Να λυθεί η εξίσωση: 


Ίο6,χ.ΊοσχΞ«2 (1) 
Λύση 
Επειδή ορ χΧΞ 1ος. Χ σσ]ορ, χ Π (1) είναι ι- 
σοδύναµη µε το σύστηµα: 
χ»50., σος, κ). Ξ-2 (2) 


Επειδή (1ος, κ) --4 το σύστηµα (2)ισοδυναµεί 
µε τα συστήµατα: 

{κ»δ0., ΊορικΞ2) και {κ20., ορ,κς--2) 
Από τα παραπάνω συστήµατα, βρίσκουμε 


χΞ-3- και χ-2 


Να λυθεί Π ανίσωση: Ίοσν2- χ «Ιοσχ 


Λύση 
Είναι: 
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2-χ20 σαν 
Χ 
Ίορν2- χς«Ιοσχ«»άχ20 ή .... 
-Χ«χ 
Ν2-Χ-«Χ 
θ«κς«2 θ«χκς«2 
ὁ , Φ]«κ«ς2 
χΧ΄ εχ- 220 Χ«2ήἠχ2] 


Να λυθεί το σύστηµα: 
{Πορχ-ΕΙοςγ Ξ]οβ14, 2χ- ΥΞ π (1) 
Λύση 


Με χ καὶ Υ θετικά, Π πρώτη εξίσωση του συστή- 
µατος γράφεται!: 


Ιοσ(χ.γ) -Ιορί4 9 χΧ.Υ-14 
οπότε το (1) ισοδυναμεί µε το σύστηµα: 


{9χ-Υξί . ΧΥΞΊΙ4) (2) 
Από το σύστηµα (2) επειδή κ 50, γΣ0 βρίσκου- 


με; (αγ) - ε 6) 


3 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Β130. Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 

α. Ιος] Ιορ(2χ΄ 3 κ--11)] Ξ0 

α. ος δες 5 

γ. Ιορ(2” -«2.31)-5Ιορβ8! --χ-Ίοσ3--ἱορ178 
δ. Ίος Χ:Ι9Ρ, Χ:ΙΟ9Ρ, 5 Χ:Ι08, ΧΞ54 


Β131. Να λυθούν οι εξισώσεις 


α. 2ορ(χ-2)- α ορν) ΛΣ. 


1 1 
β. ορ η- ουσ . 2 


9 
ΓηΧ-- 
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Β132. Να λυθεί Π ανίσωση /οσ 


χΧ--ἰ 

η, 
χΧ2 
Β133. |. Για ποιές τιµές του χ 


Ίος., (2Χ2 εκ Ι)ΕεΕ; 


1-χ ες 
2χ 


Π. Πα ποιές τιµές του Χ. ἔπ 


Β1434. Για ποιές τιµές του Χ: 


3 
ἱ, (έοδ2χ--Ί)κὰ ΕΕ; 
ἥ, στ] -- 
{ΗΧχ -Ε| 


Β135. Να λυθούν οι ανισώσεις: 


Ἱ, {ο8ι («2 εσχ--1)20 
Πιν ϱορ(23 2:33) {ορ81 5 χίορᾖ-- /οϱΙ78 
Β136. Να λυθεί Π εξίσωση 
(π[η(κ2--χ-ς)|-0 
Β137. Για ποιές τιµές του χ; 


ϱ/ἐορ(2χ--2χ2)εξ; 


Β138. Να λύσετε τα συστήματα: 


το ἵν. /{9ΕΧ36ο8Υ -- {οβ2 
ΧΓ2ΥΞΙΟ 3χΧ2 Ε2Υ: Ξ10 


--- Ὦ έννοια της συνάρτησης ----------- ο αααααααακακπκπα Ἰ Ἱ Ὁ κα 


Η έννοια της συνάρτησης 


Αν οι τιµές ενός μεγέθους Υ εξαρτώνται! µε μοναδικό τρόπο από τις τιµές ενός 
άλλου μεγέθους Χ τότε λέμε ότι: 


“Το γ είναι συνάρτηση του χ” 


Ἡ μεταβλητή γ λέγεται εξαρτημένη επειδή οἱ τιµές της εξαρτώνται από το χ ενώ 
η μεταβλητή χ λέγεται ανεξάρτητη. 


Ἡ έννοια της 


νάρτηση - ; . : . : σι 
ο μασ Θα ασχοληθούμε µε συναρτήσεις όπου ῃ μεταβλητή Χ παίρνει τιµές από ένα 


σύνολο Α υποσύνολοτου Ε(Α «Κ) και Π µεταβλητή Υ από ένα σύνολο Β 
υποσύνολο του Ε(Β«: Κ). Επομένως αυτές τις συναρτήσεις τις λέμε πραγ- 


µατικές (αφού ν εΚ ) πραγματικής μεταβλητής (αφού χεκ). 


Σύμφωνα µε τα παραπάνω μπορούμε να διατυπώσουµε τον επόμενο ορισμό: 


Ορισµός της συνάρτησης 


Ονοµάζουµε πραγματική συνάρτηση µε πεδίο ορισμού ένα σύνολο Ας ΕΚ τῃ διαδικασία µε την 
οποία κάθε χεΑ αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο γεβΏς Ε και συμβολίζεται συνήθως µεί,ρ,ῃ,.. 
« Κ.λ.Π. 


Ἡ σχηµατική παράσταση µιας συνάρτησης { φαίνετα! στο επόµενο σχήµα: 


10 σύνολο Αᾳ«ὶ᾿Κ από το οποίο παίρνει τιµές η μεταβλητή χ, λέγεται πεδίο ορισμού της συνάρ- 
τησης {, ενώ το σύνολο Ἑ σ Ε από το οποίο παίρνει τιµές Π μεταβλητή γ ονομάζεται σύνολο 
(πεδίο) τιµών της { και συμβολίζεται! µε {{Α). 


Συµβολικά γράφουμε: 


Ε:Α-2Β-Ξ Ε(Α) 
και εννοούμε ότι η { είναι Π συνάρτηση µε 
πεδίο ορισμού το Α και σύνολο τιµών το 
{(Α)ςΕ. 
Χρησιμοποιούμε επίσης τους συμβολισμούς 


Ρ({) και Γί{) για το πεδίο ορισμού καὶ το 
σύνολο τιµών, µιας συνάρτησης, αντίστοιχα. 


Το κόκκινο σύνολο είναι Το πράσινο σύνολο είναι 
το πεδίο ορισμού το πεδίο τιµών 


Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


--- 120 


Μέρος Γ- Κεφάῆαιο 1 ---- 


Π.χ 


Η. διαδικασία κατά την οποία σε κάθε χ ε[θ,1] αντιστοιχίζεται το 
διπλάσιό του, είνα! συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το διάστηµα 


Α -[ο,1]. Κάθε τιµή της συνάρτησης, υπολογίζεται από την ισότητα: α- 


δ.- χ 
Γράφουμε συνήθως Υ - Ε(κ)-2κ ή απλά {(α)-2κ. 


Ἡ παραπάνω ισότητα λέγεται τύπος της συνάρτησης. Με τον παρα- (σχήµα 1) 
πάνω τύπο μπορούμε να βρούμε την αντίστοιχη τιµή οποιουδήποτε 


χε[ο,1]. 
Για παράδειγµα .αν κ-θ τότε {(0)-2.-.0-0 


» αν ο τότε (ς]-2-α-ι , [σχήμα 1) 
3 2 Ἅ 


Αν µια συνάρτηση Ε:Α -»ΣΚ έχει την ίδια τιµή για κάθε χεΑ ονομάζεται σταθερή. 


π.Χ. Π συνάρτηση µε τύπο Ε(κ)--2 είναι σταθερή καιίση µεζ2 , γιακάθε χεξ. 


Ο τύπος της συνάρτησης είναι µια γεννήτρια διατεταγµένων ζεύγων της µορ- 
Τύπος φής (κ. Ε(κ)) µετά από µία σειρά πράξεων που ακολουθούν την αντικατάστα- 
συνάρτησης ση του Χ µε µια συγκεκριμένη τιµή. 
Ο τύπος µιας συνάρτησης µπορεί να έχει διαφορετικές εκφράσεις για κάθε 
ομάδα των τιµών της μεταβλητής χ. 


Γραφική παράσταση της συνάρτησης { ονομάζουμε το σύνολο των διατεταγ- 


µένων ζευγών ία. Ε(κ)) όταν απεικονίζετα! στο επίπεδο, δηλ. µια καμπύλη (Υραµ- 


μή). Είναι γνωστό ότι κάθε διατεταγμένο ζεύγος (Χ, Υ) ή (κ. Ε(κ)) γεωμετρικά 
- γραφικά παριστάνει ένα σηµείο στο επίπεδο µε τετμηµένη χ και τεταγµένη 
Γραφική ΥΞ Ε(κ) και αντίστροφα. 


παράσταση 
Από τα παρακάτω σχήµατα το Σχ.1] είναι γραφική παράσταση συνάρτησης ενώ το 


Σχ.2 δεν είναι. 
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---- η ΕΝΝΟΙα της συνάρτησης 


σχ.ἰ 


Τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης { την πετυχαίνουµε σε πάρα πολύ στοιχειώδες επίπεδο (πρώτες 
τάξεις του γυμνασίου) µε τη βοήθεια ενός πίνακα τιµών. 


Ένα δεύτερο επίπεδο (πλπρέστερης μελέτης) αποτελούν τα στάδια-βήματα 1 - 10 που αναπτύσουµε στη 
συνέχεια (πρώτες τάξεις του Λυκείου) Και το τελευταίο επίπεδο (πλήρους μελέτης) πετυχαίνουµε µε την 
βοήθεια των ορίων και των παραγώγων. Θα αναφέρουμε επίσης κάποιες βασικές συναρτήσεις των οποίων 
την πλήρη µελέτη - γραφική παράσταση θα έχουµε δανειστεί. 


Παρατήρηση: 


1. Ὑπάρχουν συναρτήσεις που δεν έχουν τον {ἰδιο τύπο για κάθε Χ που ανήκει στο πεδίο ορισμού τους. Οἱ 
συναρτήσεις αυτές λέγονται πολλαπλού τύπου ή συναρτήσεις µε κλάδους. 


ημε.ιχ«0 
Για παράδειγµα {(κ)- 
ο. . .. 


Για να υπολογίσουμε την τιµή της { στο κΞ 0 χρησιμοποιούμε τον πρώτο κλάδο, διότιτο χ--0 ανήκει στο 


(-οο,0] ενώ για να υπολογίσουμε την τιµή της { στο χ-- 2 Χρησιμοποιούμε το δεύτερο κλάδο, διότι το 
χ--2 ανήκει στο (0,41 .. Έτσι έχουµε: 
{(0)- ημθ--0 και {(2)-2-1-1 


Παρατηρήστε ότι, όταν µια συνάρτηση δίνεται µε πολλαπλό τύπο, δίνεται αυτόματα Και το πεδίο ορισμού 
της, π.Χ. η προηγούµενη συνάρτηση έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 


Α-(-ο,θ]ώ(0,4]-(-,4] 


2. Από τον ορισμό που δόθηκε για τη συνάρτηση είναι φανερό ότι η συνάρτηση είναι µια σχέση μεταξύ δύο 


μεταβλητών χ και Υ, π οποία όµως ποτέ δεν θα µας δώσει δύο διαφορετικές τιµές του γ για την ἴδια τιµή του χ. 
Βλέπε επόµενο διάγραμμα. 


Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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π.χ. Έστω η σχέση Τ-- Τ(1), όπου ἵ ο χρόνος και Τ π θερµοκρασία κάθε σημείου του χώρου. Η παραπάνω 


σχέση είναι συνάρτηση, αφού ποτέ δεν θα µας δώσει δύο διαφορετικές θερμοκρασίες για το {δΙΟ σηµείο 


του χώρου την δια χρονική στιγµή ἴ. Ενώ η σχέση γ΄ Ξχ µε Χ.,ΥΕΚ., δεν είναι συνάρτηση, αφού για 


παράδειγµα αν ΧΞ4 τότε ΥΞ24ήΥΞ-2. 


Καρτεσιανό 
σύστηµα 


Συντεταγμένες 
σημείου 


Αν πάρουµε δύο κάθετα τεµνόµενους άξονες στο επίπε- 
δο, που έχουν κοινή αρχή το σηµείο τοµής 0Ο, τότε λέμε 
ότι έχουμε ένα καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς στο επί- 
πεδο. Αν επιπλέον οἱ µονάδες των αξόνων έχουν το {διο 
μήκος, το σύστηµα ΟΧΥ λέγεται ορθοκανονΙκό. 


Αν (α, β) το ζεύγος των πραγματικών αριθμών που αντι- 
στοιχίζετα! σ᾿ ένα σηµείο Α του καρτεσιανού επιπέδου , 
τότε γράφουμε Αία, β) και ονομάζουμε: 


» τετμηµένη του σημείου Α, τον αριθµό α. 
 τεταγµένη του σημείου Α, τον αριθµό β. 


Ταα, β ονομάζονται! συντεταγμένες του Α 


Τα σηµεία που βρίσκονται πάνω στον άξονα χ΄χ έχουν 
τεταγµένη Ο. Δηλαδή είναι της µορφής {α, 0). Τα σηµεία 
που βρίσκονται! στον άξονα Υγ έχουν τετμηµένη 0. 


; Δπλαδή είναι της µορφής (0, β). 


Τα πρόσηµα των συντεταγμένων σε κάθε ένα τεῖαρτη- 
μόριο φαίνοντα! στο σχήµα αριστερά. 


---- η ΕΝΝΟΙα της συνάρτησης 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να ελέγξετε αν π γραφική παράσταση 
της συνάρτησης { µε τύπο Ε(κ)--(κ--1) 4, 


διέρχεται από τα σηµεία Α(1,0) και Βί2,95). 


Λύση 

Για να περνάει π γραφική παράσταση της { από τα 
σηµεία Α και Β πρέπει οἱ συντεταγμένες τους να 
επαληθεύουν τον τύπο της { ὃπλ. να δηµιουρ- 
γούν ισότητα αληθή. 


Είναι {(κ) -(α--τ)) 4 καὶ Αί1,0) , Βί2,9). 
Πα χ-1 εἶναι Ε(1) --(1--!)-κά--4-0. Άρα ῃ 
6 δεν διέρχεται από το σηµείο Αί1,0Ό). 
Πα χ-2 εἶναι 
{(2) --(2--!)) -κ4--Ι)α-4--1-4--δ. 
Άρα η ϱ, διέρχεται από το σηµείο Β(2,5). 


Δίνεται π συνάρτηση { µε τύπο 


-θχε].. χ«-ἶ 


ο ο ο. η 
Ρα 
Π .Χ20 


Να υπολογίσετε τα {-5), {-1), {{0), {{7). 


Λύση 


» [ια χ«--ἶ πΠ έκφραση του τύπου της { είναι 
Ε(κ)-- --Άχ-εΙ, οπότε 


ε(-5)-ἓ(-5)-(-3).(-5)-ε[-15-1--16 


Πα --Ἱ«χ «0 π έκφραση της { είναι Ε, (αχ) -.. 
Χ 


οπότε Ε(--])-Ε(-!) - -- πο 


Πα χ20 πέκφρασητης {είναι Ε, (κ) -- 7 οπότε 


((0)-ε(0)-7 και ε(7)-ε()-7. 


Βρείτε την τιµή του αε κ ώστε ο πα- 
ρακάτω πίνακας τιµών να προέρχεται από συ- Α9 
νάρτηση Λ4. 


Α5 


Λύση 

Είναι {(0) --15 και {(0)-- αἲ --10. 

Πρέπει 

α -Ι0Ξίδ.α -25-0«δία--5).(α-5)-0 
α--5Ξ0 

«4 ή 
α---Ξ0 


«δα-δ ἦἠαξΞ-» 


Επειδή ας] είναια--δ. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΓΙ. Δίνεται συνάρτηση {, µε Ε(κ) -- 2χ-ε1. Να 


βρεθούν: 
αι Ου το υ απ ιτα) 


Γ2. Να γράψετε χωρίς το σύμβολο της α- 
πόλυτης τιµής τους τύπους των συναρ- 
τήσεων: 


ἤ Ε(σ)ξ-αιεκ-! 


Π, Εκ) 5 κ--Ιἠ-2χ--Ι (βλ. ασκ Α6.2) 


Πανκ 2] [κ --δι--ἰχ--Ι 


(βλ. ασκ Β3.5) .. 
Α8 
Γ3. Δίνεται η συνάρτηση Υ---δχ--2, όπου 
το Χ παίρνει! τις τιµές -ᾱ, -ἰ, 0Ο, 2, 4. 
Να γραφτεί ο πίνακας τιµών της συ- 
νάρτησης Υ. 


Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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Γ4. Ἡ βάση ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι 


ΒΓ Ξ ]2οπι και το ύψος του ΑΔΞς. 
Να εκφραστεί το εμβαδόν του τριγώνου 
ως συνάρτηση του χ και να βρεθεί η τιµή 


του εμβαδού για ΧΞδ και χ-Ι0. 


[5 υ παρακάτω πίνακας είνα! ο πίνακας τι- 


µών της συνάρτησης γΞκακ-λ. Να 
βρεθούν τα κ κα! λ. 
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[6. Αν Γ(χ) -(α-!1)κ-Γβ και 
{(κ-1)«ΓΕ(1--κ) 2 α΄ «-β7 -4 
για κάθε χεξ να βρείτετις τιµές των 
αρ. 
ο κ«2 
Γ7. Αν κω-] ον 
1--χ. 
α. Να βρείτε τα 


{(-2), ε(ο), ε(), ε(ο). (3). ε(π) 


β. Να λύσετε την εξίσωση Ε(κ)---2. 


χο. 


Μελέτη συνάρτησης 


Για τη στοιχειώδη µελέτη µιας συνάρτησης ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα: 


Υ- Εκ) 


ω Ὁ 


1. Πεδίο ορισμού, Α, 

2, Περιοδικότητα 

3. Συμµετρίες : άρτια - περιττή 
4. Σύνολο τιµών, {{Α) 

Ὦ. Μονοτονία 

6. 1-1 
7 
8 
9 
ι 


.Ακρότατα 


Πού τέμνει Π γραφική παράσταση τους άξονες 


Βοηθητικός πίνακας 


Ο, Γραφική παράσταση 


τα οποία αναπτύσοντα! αναλυτικά στις επόµενες ενότητες Γ1 - Γ10. 
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---- µεηέη συνάρτησης 


Γ.Ι Πεδίο Ορισμού 


Πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης ονομάζεται το σύνολο - υποσύνολο των 
πραγματικών αριθμών που έχει για στοιχεία του τις τιµές που επιτρέπετα! να 


Πεδίο Πάρει η μεταβλητή χ ώστε η μεταβλητή Υ - Ε(κ) να είναι πραγματικός αριθµός. 


Ορισμού Συνήθως το συµβολίζουµε Α»;. 


Ανάλογα λοιπόν τον τύπο της συνάρτησης επιβάλλουμε και τους αντίστοιχους 


περιορισμούς ώστε Είκ)εξ και προσδιορίζουµε καταυτόν τον τρόπο το 
πεδίο ορισμού της συνάρτησπς. 


Για να είναι “καΠώς ορισμένη” µια συνάρτηση {είναι απαραίτητο να 
γνωρίζουμε τρία στοιχεία: 
ο ΑΠό ποιο σύνοῇο “ξεκινάει” η διαδικασία (πεδίο ορισμού) 


ο Τον “ακριθή μηχανισμό” της διαδικασίας (τύπο της {) 


ο Σε Ποιο σύνοῇο “καταβήγει” (πεδίο ή σύνοῇο τιµών) 


Όμως, πολλές φορές δίνεται ο τύπος µιας συνάρτησης χωρίς να δίνεται το πεδίο ορισμού της. 
Στην περίπτωση αυτή εννοείται ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είνα! το ευρύτερο υποσύνο- 
λο του Β για το οποίο ο τύπος που δόθηκε έχει νόηµα πραγματικού αριθμού. 


Δηλαδή, το πεδίο ορισμού Α, αποτελείται από εκείνατα Χ ΕΚ. γιατα οποίατο {(κ) ανήκει επίσης 
στο Κ. 


Συµβολικά γράφουμε: Α-- {χεξ:γιαταοποία Υ-- Ε(κ)εξ)} 


Στη συνέχεια πολλές φορές θα χρησιμοποιούμε την όχι και τόσο ακριβή έκφραση π συνάρτηση: 


2χΧ 
χ΄ -2χ-4 


γξτε(κ)Ξ 


αντί της ακριβούς η συνάρτηση { µε τύπο: 


δε 
χ΄ --32χ-4 


τες) 


ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ 
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Εύρεσπ του πεδίου ορισμού 


Αναφέραµε ότι, το πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης Υ - Ε(κ) αποτελείται από εκείνους 
τους πραγματικούς αριθμούς Χ για τους οποίους ο τύπος που δόθηκε έχει νόημα 
πραγματικού αριθμού. Επομένως, για την εύρεση του πεδίου ορισμού µιας συνάρτησης 
επιβάλλουμε περιορισμούς για το Χ, ώστε το ΙΧ) να έχει νόημα πραγματικού αριθμού. 


Έτσι, αν: 


» Ε(κ) ξΞαικ” γαι ια”... ξαιχ-αρ, ὁπου αμ,αι....,ας ΕΕ. Και νε Ν, το πεδίο ορισμού της { 
είνα! το σύνολο των πραγματικών αριθμών δηλ. το Π. 


ε(κ)-----"αςεξ. όπου Π(α) πολυώνυμο του χ, πρέπει Π(α)-«θ, οπότε το πεδίο ορισμού 


π(κ) 


της { είναιτο Α - ο- ε Κ εκτός απότιςρίζες του Π(κ)) 


Ε(κ)- ΥΠίκ), όπου Π(κ) παράσταση τουχ, νΕΝ,ν22 πρέπει Π(κ)20,Πίακ)εξς 


οπότε ΑΞ {α ΕΚ :γιαταοποία Π(κ)2 0) 


{(κ)-ΙαπΠ(κ), όπου Π(κ) παράσταση του χ πρέπει Π(κ)50, Πίκ)εξ 


οπότε Α--{χ εξ :γιαταοποία Π(κ)20) 
Εκ) -Ιοα, φία), πρέπει: φ(κ) Σ0καιθ« αγ! οπότε Α-{χεξ:φ(κ)20) 


Γ(κ)ΞΊοβιω φ(κ), πρέπει: φ(κ)20,0 «σ(κ) κ 


οπότε ΑΞ {κ εΕ:φίχκ)Σ0καιθς« ρί(χ) π 


Εκ) - αὖὸ, πρέπει: φίχ)εΚ.0«α-! οπότε ΑΞ{κεξ:φίχκ)εξ) 


εί) (φίλη, πρέπει: φ(κ) 20 και σ(χ)εξ. 
οπότε ΑΞ/χεξκ:φίχκ)»Σ0καιρ(χ)εξ) 


Γ(χ)-ημσς, ΑΞΚΕ 


{(χ)--συνχ, ΑΞΓΡ 


Γία)Ξεφς, ὥνε- χεΚ:κκ πα, Κεζ 


--- µεηέτη συνάρτησης 


{(κ) -σῳχ. 


Ε(κ) -ημίε(κ)), Α-{κεκ:ρ(κ)εΕ) 


-ί 
Ε(κ) - συν(ᾳ(κ)), Α-{χεξκ:είκ)εΕ) 


Αξίχκεξ:χ-π,Κεζ] 
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Ε(κ)Ξεφίρία)), Α-Ξιχ ΕΚ: ρα) εΕ,ε(α)κπαΣ.κ ο, 


νο σφ(ᾳ(α)). 


ΑΞίχεξΕ:ε(α)εΕ,είκ)-ΚπικεΖ} 


Προσοχή! Αν ο τύπος που δίνεται είναι τέτοιος που πρέπει να θέσουµε περισσότερους από έναν 
περιορισμούς, τότε το πεδίο ορισμού προκύπτει από τις τιµές του Χ, για τις οποίες συναληθεύουν 


όλοι οι περιορισμοί που θέτουµε. 


Α7 Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- 
Β2 νάρτησης µε τύπο: {(κ)-νλ-κ 


Λύση 

Ο τύπος που δόθηκε έχει νόπµα πραγματικού αν 
καιμµόνοναν: 2-χ2θ«9κχς«2. 

Άρα, το πεδίο ορισμού της { είναι το διάστηµα 
(-0ο,2] δ 


Β4 Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- 


Β11 σε 


Ίηχ 


νάρτησης µε τύπο: {(σ) - 


Λύση 
Για να έχει νόημα ο τύπος που δόθηκε, πρέπει να 
ισχύουν συγχρόνως: 
4- χ) 50 , Ίηχ-θ και χ»0 
Είναι 


4- χ σθς«σχλ «4 «σ]χγ«2.-2«κς«2 


ηχσθςνΙηχ- η] ω χ-ι 
Από τη συναλήθευσηπ των παραπάνω παίρνουμε: 


θ«χ«1Ι ἠ1-«κχ-ς2. Άρατο πεδίο ορισμού της 
συνάρτησης είναιτο ΑΞ(θ,1) 1.2]. 


Λυμένα παραδείγματα 


Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- 
νάρτησης { µε τύπο: Ε(α)-- ημν2--|χ 


Λύση 

Πρέπει: 2--Ιχ2θ«δχ«29-2«κς«2 

Άρα, το πεδίο ορισμού της { είνα! το διάστηµα 
Α-[-2,2]. 


αι Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- Β2 
ν2-χ Β3 


νάρτησης { µε τύπο: ο αι 
Χ-- --- 


Λύση 

Πρέπει να ισχύουν συγχρόνως : 

2- χ50 και κ-Ι-Ι-θκς2 και 
χ-ἰσκείςσχς«ς2 καιχ-2ικ-ῦθ. 
Άρα το πεδίο ορισμού της { είναι το: 
Α-(-οο,0)ω(0,2). 


Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συ- 


χ-Ι 
2-χ 


νάρτησης { µε τύπο: {(κ)- 


ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ 
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Λύση Επομένως µε κ ε[θ,2π] π λύση της (1) είναι 
Πρέπει: 2--χ-0 και 
π π 
. τσςκἅς--- και γενικά το πεδίο ορισμού της 
μμ πο ρε τοι 3 9 
... 6 εἰναι Π ένωση όλων των διαστημάτων της 


«δ]-«κ«2, άρατο πεδίο ορισμού της { είναι το 


; π 2π 
ορφής: | 2κπ---- 2Κπ-----|. ό κε. 
διάστηµα Α-[1.2). μορφης | ως, πε . όπου ε 


ο Αν το πεδίο ορισμού της { είναι το αἩ Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συ- [5ε 
διάστηµα [--7.--5Ι τότε να προσδιορίσετε το | ναρτήσεων: 


. ν Β11 
πεδίο ορισμού της συνάρτησης 6 µε τύπο: ἢ ε(κ)-]ορ,.. (κ) ἵὴ ε()- Ιορ(1 --εἳ) 
σ(κ) Ξ{{-6--2συνχ). 
Λύσπ 
Λύση 1. 0 τύπος έχει νόημα πραγματικού αριθμού, όταν: 


Πρέπει: {4--|χ]Σ0και2-χΣ0και2-χκὴ 


ὭἝπεομσ και πούνκε] [κ] «4κ«2χε) [4 «κ«4λκ«2χ- 


1 1 
«- ---«συνχ«-- (1) 
2 2 


-- 4 
“ανασα ο ᾱ 
2π ω. ἐν 

Στο [0,2π] π (1) αληθεύει για τη και Χς2 του 

-- -- Γ- ορ 

πο πο πο 
4π σπ ϱ | , | .. ἱ 
---«χς--- και γενικά το πεδίο ορισμού της 6 | -. 

3 3 Αα μμ κάσθο--ἵ-- ο. -. 


είναι Π ένωση όλων των διαστημάτων της µορ- 
Επομένως π Τ έχει πεδίο ορισμού: 
φής: πι ο όπου κε. 
.. α) Α-(-4,1)ω(1,2). 


Π, Πρέπει |-εἳ »θςροἳ «1926 «οἱ «κχςΙ. 
Επομένως, το πεδίο ορισμού της { είναι το διά- 


ἵ, - ς ς ᾽ 
ως Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συ στηµα Α --(--,Ι). 
ναρτήσεων: 


ἱ Επ) νὸ-συνχ ἤ, ϱ(κ) -γ2ηµκ--ν3 9] Να βρεθούν οἱ τιµές του λεξ ώστε 


π συνάρτηση µε τύπο: {(τ) --Ιπ(λκ) «κ-ςλ) 


Λύση ς ; . 
. : . ) να έχει πεδίο ορισμού το Κ. 
Ι. Πρέπει 3- συνχ 240, που ισχύει για κάθε 
χεΚκ ,αφού--ἱ«συνχ«! ,άρα Α:ΞΚ. Λύση 
β Για να έχει Π συνάρτηση { πεδίο ορισμού το 
αχ : 3 έΠε]' 
Π. Πρέπει 2ηµχ-ν2 20 ημε25-- (1) προμα 
. λχκ2 «χ-λ 250, για κάθε χεΚ και αυτό συµ- 
Με χ ε[θ,2π], έχουµε: βαίνει µόνον όταν: 


λ50 και ΔΞ- 4λ «0 


--ᾱ- ο. απο ςς- 
ημ. 2 ημας ημς Ε Ε 


--- µεβέτη συνάρτησης -------ααααααααααακααααααααπακακαακακακκακκκκκκακκκκκκκα  ϱ) Ὁ) πα 


λ20 λΣδ0 λ20 λ20 ᾿ 

«» «και «»]και «και «και «»λ αν, 
ο αι - α|5-- ο ο 
4 2 2 2 


; 1 
Άρα για κάθε λ25 . Π { έχει πεδίο ορισμού το ΠΜ. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ8. Να βρεθούν τα πεδία ορισμού των παρακά- β. Όμοια για την 
τω συναρτήσεων: ασ) 1 
2 πε στ 
Εκ) σον ΣΤΕ (βλ. ασκ. Α5.Ι) 
καὶ κίκ-2) Γ11. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της: 
ο πω ο αο Ι 
ἳ πο. ' εις ο -- 


ΠΠ, ες) -νόδ-ικ--2ἱ 


Γ12.Ν ή της: 
πμ Ρϱ-Ἂ- α βρεθεί το πεδίο ορισμού της 


9) 
ν. -- οκ λ. ασκ. Β3.8 Ε ο δα 
Ε(κ) - άκ-εΙ--ἰκ--3ᾱἱ ({β ) (κ) οι 
ν τή ο) 
χ--2 Γ13. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της: 
. 2 2 
ΜΠ, ᾖδελε-τ--- ρ ος --7χ-10) 
ατα -α η 


(βλ. ασκ. Β8.4) 
Γ9, Για ποιες τιµές του λ οἱ συναρτήσεις έχουν 


πεδίο ορισμού της µορφής ΕΚ --{ρ) , όπου Γ14. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της: 
κος. νΧχ᾽ -ᾱχ) --5χ 
Ε(κ)-λκ) -(λ-κ-2λ-2 Ἱπ(9- κ2) 


σ(κ)-κ2-2(λ--.)κ-(λ--)” 
Γ15. Να βρεθούν τα Πεδία ορισμού των παρακά- 
τω συναρτήσεων: 
χ΄ -9 
-Ὁ 


Γ10. Για ποιες τιµές του λ η συνάρτηση { µε 

χ- --4 ος 1. κος 
Όποια ας ὦ 
δίο ορισμού το ΠΜ. 


α. κ. Χ 


πο --ι 
2χΧ΄ ἰ 
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ο οτε. η 20. ε(κ)-ὖχ 4χ3-ν-χ) 4χ-εδ 
3χ κο 
νΧ- -] ρε 
ας αι 5. (κ) οι προ οὖν 
τν 9 ρα: ((κ|--3)ν/κ|--4 
2 
6. Ε(α)-34νά-χ 7. (χα) ---"νκεί ο-- πε 
Χ ο Π]ς: τν Νωοίς νε ως 
κ] 16. ([-θ)ήκ[-4 
χΧ2 χ-] 
- Ε -- 
ο [κ]--κ ἳ (5) χΧ-2 28. Ε(κ) Ξ ν32 --28:31:1 «3 (βλ. ασκ. 8129) 
[κ|--ἲ 24. Ε(κ) -- Μορ. (2χ2 «χ-!) 
ο ρα 
Χ΄ ΕΧ-2 , 
σος 
25. σ(κ)-- {η 
: στ ις- σα 24Χ 
Χ-ΕΙ 
3 
26. Γ(κ) 5 (έορ2χ--")κα (βλ. ασκ. Β.134) 
{(κ)Ξ 2-νχ-ί 
τος η. κ) -( ποστ) (βλ. ασκ. Β.134) 
«ΕΙ μπα Μηχ εἰ 
Μ.Χ 28. Ε(κ)- 2) (βλ Β.137 
. Ε(κ)- χ|-2 . Έ() - φζορ(2κ--2χ2) (βλ. ασκ. Β.137) 
οσο ος Γ16. Αν η { έχει πεδίο ορισμού το [--.7], 
να βρεθεί το πεδίο ορισμού της 6, όταν: 
- () α(κ)-- ε(ι--2|κ 
“πο πα πρωτ σα η 
Βρες (1) α(κ) -ε(κ) (κ εἰ) 
πες 
ο τν ο ο αι 
|Χ|--10 4 
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Γ.2 Περιοδικότητα 


Μια συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το Α την ονοµάζουµε περιοδική, όταν υπάρχει 
πραγματικός αριθµός Τ΄ 0 τέτοιος, ώστε για κάθε χ εΑ να ισχύει: 


ἱ. («-Τ)ΕΑ.(Χ- Τ)εΑ 


οι Π. ε(κ«τ)-- είς --τ) - ε(α) 
Τον πραγµατικό αριθµό Τ τον ονοµάζουµε περίοδο της συνάρτησης {. 


Περιοδική 


Σχόλιο: 
Η περίοδος Τ µιας συνάρτησης εκφράζει “ένα µήκος διαστήματος” πάνω στον άξονα χ'χ στο οποίο 
διάστηµα π συνάρτηση “εκδηλώνει την συμπεριφορά της” καὶ στα υπόλοιπα απλώς επαναλαμβάνεται. 


Λυμένα παραδείγματα 


Α8 Να βρείτε την περίοδο (αν έχουν) των | Π. Π συνάρτηση Τι ορίζεται στο σύνολο 
τω) συναρτήσεων {, Ε, Ἡ, ἲ µε τύπους Ει - ίχλσυνχ 0) 
ἓ εα)τημχ Π, Ἡ (6) 5 εφχ Επειδή για κάθε χ ε Κι ισχύει 
Π, σ(κ) - συνχ ἵν. ἐκ) - σφχ εφ(κ απ) --εφίκ--π)-- εφχ 
λύση Π συνάρτηση ἢ µε Ἡ(κ) - εφ(κ) είναι περιοδική 
|. Η συνάρτηση { ορίζεται στο Κ. µεπερίοδο Τ-π. 
Επειδή 


ἰν. Ἡ συνάρτηση ἵ ορίζεται στο σύνολο 


ημ(κ--2π)Ξημία -2π)Ξ ημχ Β, Ξ κ ημκκο. 


Π συνάρτηση { µε τύπο Ε(κ) --ημαε είναι Περιο- Επειδή για κάθε κε. ισχύει 


δική µε περίοδο Τ--2π. 
σφ(χ--π)-- σφί«--π)-- σφχ 
Π. Ἡ συνάρτηση 6 ως γνωστόν ορίζτα! στο Β επειδή , | , 
Π συνάρτηση ἵ µε {(κ) -- σφχ είναι περιοδική µε 
συν(κ--2π) - συν(κ--2π) - συνχ 
περίοδο Τ--π. 
Π συνάρτηση 6 µε τύπο ϱ(κ) - συνχ είναι Πε- 


ριοδική µε περίοδο Τ:-2π. 


ΠΕΡΙΟΔΙΚΟΤΗΤΑ 
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Α8 Να βρείτε την περίοδο (αν έχουν) των 
Β9 συναρτήσεων {, 6 µε τύπους 


Α8 
Β9 


ἱ. Ες) Ξημί(ωσ). 250 
Π, σ(κ) - συν(ωχ) 
Λύση 


|. Ἡ συνάρτηση { ορίζεται στο ΠΜ. 
Επειδή 


Γ[κιζς] - ο Ξημίωχ --2π) -- 
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Ξημίωχ)- Ε(κ), γιακάθε χεΚ. καὶ 
( - ( ] 
Γιχ----Ξημωιχ----|- 
ω ως] 
Ξημίωχ--2π) --ημίωχ) - Ε(ὰ), γιακάθε χεξ 


: . Ε : 2π 
π συνάρτηση {είναι περιοδική µεπερίοδο Τ ----. 
[ω] 


«Με τον {διο ακριβώς τρόπο διαπιστώνουμε ότι η 


συνάρτηση 6 µε τύπο σ(κ) -- συν(ώχ) είναι 


περιοδική µε περίοδο Τ-- - , 
ιυ] 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ17. Να ελέγξετε αν οἱ συναρτήσεις µε τύπους: 


{(αχ) -χ2--δχ-ε6 και ϱ(χ)ΞΙ--3χ 
είνα! περιοδικές. 


Γ18. Να βρείτε την περίοδο των συναρτήσεων: 


(0 ε(κ) - ημ᾽χ και σ(χ)--(ημκ : συνκ)΄ 


Γ19. Η περίοδος της συνάρτησης { µε τύπο: 


Χ Χ 

Ε(χ)]- 2ηµμ---- -- 

(κ) ο ος 
είναι: 

Α.2π Β. 3ῃ 


[. 9]ῇ Δ. 12πΠ 


Γ20. Δίνεται η συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού 


το Β και ἔ(κ--)-ςΕ(κ-ε1) --Μ2ε(κ) (1) 
για κάθε χεκ.. Δείξτε ότι ΤΞ8. 


Γ21. Έστω συνάρτηση { µε: 


1. Ε(α) 


{(κ 1) - ας 


ΙΧΕεΕ, Ε(α) 1 
Δείξτε ότι: 
ἰ, Ε(κ)-0, για κάθε χεκ 


[Γ22. 


[23. 


[24. 


[Γ25. 


Π, Π { έχει περίοδο Τ--4. 


Έστω συνάρτηση { για την οποία ισχύει 
{(κ)ε(κΏ)εέ(κ2)-0 

για κάθεχ στοκ. 

Να αποδείξετε ότι η { είναι περιοδική. 


Να εξετάσετε αν η συνάρτηση { µε τύπο: 
{(κ) -- συν(2χ) 
είνα! περιοδική. 


Έστω συνάρτηση { µε Γκ) -3 για την 


{(κ)--5 
ε(κ)--3 
κάθε κ20 και 20. Να δείξετε ότι εἰ- 
ναι περιοδική µε περίοδο Τ Ξ- Δ4ω. 


οποία Ισχύει Ε(χ-ω) 


Να ελέγξετε αν είνα! περιοδικές οι συναρ- 
τήσεις { και 6 µε τύπους: 


2 


{(κ) Ξημ΄κ και σ(κ)Ξημα 
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Γ.3 Συµµετρίες (άρτια - περιττή) 


ἰ. Έστω συνάρτηση { µε Πεδίο ορισμού Α 
για την οποία ισχύουν: 
Τῃ συνάρτηση { την ονομάζουμε 
άρτια συνάρτηση 


Ά .ᾱν χεΑ, τότε και -χεΑ 
Ία ; 
ώ » Ε(-χ)- (κ), γιακάθε χεΑ 
περιτή 


συνάρτηση 
.ᾱν χεΑ, τότε και -χεΑ 


Π, Έστω συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού Α 
5 ἐ(-κ)---Ε(κ),γιακάθε κεΑ 


για την οποία ισχύουν: 
Τη συνάρτηση { την ονοµάζουµε περιττή συνάρτηση. 


Στο σχήµα παρακάτω σχεδιάσαµε τη γραφι- Στο σχήµα παρακάτω σχεδιάσαµε τη γραφική 
κή παράσταση µιας συνάρτησης Τ, για την παράσταση µιας συνάρτησης για την οποία ισ- 
οποία ισχύει Ε(--χ)-- (κ) για κάθε χεΑ, χύει: ε(--κ)-- --Ε(κ) για Κάθε κεΑ, 


{{-κ)-- 
Οι άρτιες συναρτήσεις 
έχουν γραφική παρά- 
σταση, συμμετρική ὡς Οι περιττές συναρτή- 
προςτον άξονα Υ Υ. σεις έχουν γραφική πα- 
ράσταση συμμετρική ὡς 
προς την αρχή Ο(0,0) 
Σχόλια 
ἱ. Το πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης { πρέπει να είναι “συμμετρικό ” διάστηµα γΙα να ελέγξουμε συµµετρίες. 
π.Χ. 
Ακςπ κ ο σσ Α; όχι κατάλληλο πεδίο ορισμού 
ΑΓΞΕ-ί-ιἡ Ὃ ο ο ποσα. Α.; κατάλληλο πεδίο ορισμού 
ΑςΞΚ3 Ὃ ῄ ο. Α κατάλληλο πεδίο ορισμού 


ἴ, Αν χ-θεΑς και {περπτή τότε {(0)--0., διότι : 
{(-κ)----Ε(κ) γιακάθε χεΑς καιγια χ-0 έχουµε 
ε(-ρϱ)-ε(ο)«»2ε(0-0«5:(0)-0 


ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ (άρτια - περιττή) 
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Π.Χ 


Δύο σηµεία Αία, β) και Α΄[α΄, β΄) είναι συµµε- 
τρικά ως προς τον άξονα χ΄Χ, αν και µόνον 
αν έχουν την δια τετμηµένη και αντίθετη τε- 
ταγµένη. 

Δπλαδή α-α΄καιβ΄- -β 


Δύο σηµεία Αία, β) και Α΄(α΄, β΄ είναι συµµε- 
τρικά ως προς την αρχή των αξόνων, αν 
και µόνον αν έχουν αντίθετες συντεταγµέ- 
γες. 

Δηλαδή: α΄ - -ακαιβ΄ - -β 
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Δύο σηµεία Αία, β) και Α΄[α”, β/)είναι συµµετρι- 
κά «ως προς τον άξονα Υ΄Ύ, αν και µόνον αν 
έχουν αντίθετη τετμηµένη Και ίδια τεταγµένῃ. 


Δπλαδή α΄ « -ακαιβ΄Ξβ 


Δύο σηµεία Αία, β) και Α΄ία”, β΄) είναι συµµε- 
τρικά ως προς τη διχοτόµο της 1ης και 3ης 
γωνίας, αν και µόνον αν Π τετμηµένη του ενός 
ισούται µε την τεταγµένη του άλλου και αντί- 
στροφα. 

Δπλαδή α΄ Ξβκαιβ΄Ξα. 


Ι. Το συμμετρικό του σημείου Αί1, 3) ως προς τον άξονα Χ᾿χ θα έχει 


την δια τετμηµένη και αντίθετη τεταγµένη µε το Α. Οπότε θα είναι 


το σηµείο Α, (1, -3). 


Π. Το συμμετρικό του Α ως προς τον άξονα Υγ θα έχει την ίδια τεταγ- 
µένη αντίθετη τετμηµένη µε το Α. Οπότε είνα! το σηµείο 


ΑΕΙ 3, 


ΠΙ. Το συμμετρικό του Α ως προς την αρχή των αξόνων θα έχει αντί- 
θετες συντεταγμένες µε το Α. Δηλαδή Α. (-1, -3). 
ἵν. Το συμμετρικό του Α ως προς την διχοτόµο της γωνίας ΧΟΥ θα 


λ 


Ι 
ο ως Ας] 


έχει τετµηµένη την τεταγµένῃη του Α και τεταγµένη την τετμηµένη ' 
του Α. Δηλαδή Α, (3, 1). 


υ-- συμμετρίες (άρτια ε περιττή) ο“ 135 ου 


Λυμένα παραδείγματα 


Να συμπληρώσετε τον πίνακα τιµών ο ος .. 2υ( ο καὶ επειδή όταν 


ΕΕΙΕΙΠΕΕΡΗ μα. 
Το πεδίο ορισμού δεν είναι κατάλληλο. 
ες α ο. ανν | 
της { αν Π συνάρτηση { είναι περιττή. ποµένως η συνάρτηση ἵ δεν µπορεί να παρου- 
σιάζει συμμετρία. 
Λύση 
Επειδή η συνάρτηση { είναι περιττή ισχύει Έστω Π συνάρτηση { µε τύπο 
{(-κ)Ξ--Ε(α) γιακάθε χεΑ,. 


Είναι {{--2)---9 οπότε ο χ«0 
ϱ(2)---ε(-2)----(-9)-9 {(κ)-ό 4 .χ-θ 
{(1) --5 οπότε ε(-!)--ε()---5 3 
-χ-ᾶ. χ»0 
Γ(0) -0 (Βλέπε σχόλιο ἤ. σελ.1 78) 
ο] Να εξετάσετε αν η { είναι άρτια ή περιττή. 
Άρα έχουµε η ος 
Υ]-οι δι 0. 51ο Π 
Λύση 
Είναι Α:ΞΚ 


2 Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω 


: - 3 
. .- ἡ Για χ «0 είναι --χ20 οπότε Είκ)----χ--3 και 
συναρτήσεις είναι άρτιες και ποιες περπτές. 2 


Ξ ὃς τι 3 ος κε -- 
ἰ, ε(α) -- - κό κ Π, (κ) --κ- εκει π ο-ὃί ἡ-ᾱ-- ὃκ 3 
-- - 2 ε ο χι 
Πε νδ-ς Ντ σα Ισχύει Ε(-κ) -Ε(κ) για κ«0 
Πα χ20 είναι -χ«0 
Λύση 
ελ κ. Ἡ και {(--χ) - ( Χ) αι 3 
ἰ. Είναι Α;Ξ Κ. και 2 2 2 
εκ) ---(-κ) [-κ]- κό ]κ]---ε(κ) Ισχύει Εί--χ)-- Ε(α) για χ»50 
Άρα Π { είναι περιττή. Για χ--0 είναι Ε()--4 
Ἡ, Είναι Α, -[3, 3] και αεί --4 
ο(-χ)-φο--(- κ) --νὸ- χ2 --οία) Άρα για κάθε χ εξ. ισχύει Ε(--χ)-- Ε(κ) οπότε η 
Άρα π 6 είναι άρτια. Γείναι άρτια. 
Π. Είναι Αι. Ξ Ἐ. και 
Πχ) -|-κ-Ί|-χτι-- ο) Αν µια συνάρτηση Τ µε πεδίο ορισμού το 
Ε-(κ-κ|--|-(κ--τ]-- Κ είναι συγχρόνως άρτια και περιττή να δείξετε 
κοκ ι-εἰκ--ᾖ-- ας) ότι) -0 


Άρα π ῃ είναι άρτια. 


ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ (άρτια - περιττή) 


Α4 
ΑΡ 
Α6 
Α7 


Β7 
Βδ8 
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Λύση 
Αφού { άρτια θα ισχύει: 


{(--χ)Ξ Ε(κ)γιακάθε χεκ. 
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Επίσης { περιτή οπότε: 


{(--χ)Ξ --Ε(Χ)γιακάθε χεκ. (2) 


Από (1), (2) έχουµε: 
{(χ)- (κ) «246(α)-0 «5 Ε(α)-0 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ26. Να εξετάσετε αν είναι άρτιες ή περιττές 


οι παρακάτω συναρτήσεις: 
α. πα) 5 3χ” --Ὅ]κ] 


β. Γ(χ) 5 νί-κκνκ-ί 
1 
ο  --ᾱ 
ο. 
δ. ἔ(α)Ξ- κ) εκ 
ε. (κ) - 2Χ|-ς2χ2 -2 


ζ. πο πο 
Χ 


χ» -2χ- 
(κ--τ).(κ--ἲ) 


55 


Ε(χ)- 


οχι. κ 58 
-2χ-ἶ. Χς-3 


6. τθ-ή 


ι. ε(κ)-2χ--χ 


γχ|--ἶ 
ν2εχ) ΕΙ 


σ ιτ] - 


[28. 


[29, 


Γ27. θεωρούμε τη συνάρτηση Ε:Κ -»Κ και 


τις συναρτήσεις ϱ:Κ -»Ε και μ:ξΕ-»Εκ 


με οί. - ο και 


μ(κ) -. ο. χ) 


Να δείξετε ότι: 

α. Η 6 είναι άρτια. β. Η Π είνα! περιττή. 

γ. Κάθε συνάρτηση γράφεται ως άθροι- 
σµα µιας άρτιας και µιας περιττής συ- 
νάρτπσπς. 


Για τη συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το 
Κ ισχύει ότι Ε(χΥ)Ξ (κ) Ε(Υ) για 
κάθε Χ.Υ ΕΚΕ. Να δείξετε ότι; 


α. Γ(0)-0. β. π { είναι περιττή. 


Δίνεται π συνάρτηση 
νχ; ΕΙ -εκ-ἶ 
γΧ ΕΙ «χε 


α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 
β. Να δείξετε ότι Π { είνα! περιττή. 


τα] - 


Γ30. Στα παρακάτω σχήµατα υπάρχει συνάρτηση άρτια ή περιττή; 


ο ο ο ΑΗ .-.-͵------------ - ἒ---... 


Γ.4 Σύνολο τών 


Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις αντίστοιχες τιµές της { για όλα τα 

χΧΕΑ, λέγεται πεδίο ή σύνολο τιµών της { και συμβολίζεται µε {(Α). 
Σύνολο Επομένως, το Ε{Α) απαρτίζεται από τα στοιχεία Υ του Μ, για τα οποία υπάρχει 
ένα τουλάχιστον χΧΕΑ., δπλαδήτα Υ ΕΚ γιατα οποία π εξίσωση Υ - Ε(κ) έχει 


τιμών 
µία τουλάχιστον λύση ως προς χΧ που ανήκει στο Α. 


συνάρτησης 


Εύρεση του συνόλου τιµών 
Για να προσδιορίσουμε το πεδίο τιµών µιας συνάρτησης {, λύνουµε την εξίσωση γ - Ε(ίκ) ως προς 
χ (αν λύνεται) και απαιτούµε Π λύση αυτή να ανήκει στο πεδίο ορισμού της. (Αν έχει περισσότερες 
από µία λύσεις απαιτούµε µία τουλάχιστον απ᾿ αυτές να ανήκει στο πεδίο ορισμού της Α). ΗἩ απαίτηση 
χεΡ(Ε) µας οδηγεί σε περιορισμούς για το γ από τους οποίους προκύπτει το σύνολο τιµών. 
Παρατηρήσεις 
» Αυτός δεν είναι ο μοναδικός τρόπος για την εύρεση του συνόλου τιµών ούτε καὶ πλήρης. Σ'επόµενα 
µαθήµατα θα προσδιορίσουμε το σύνολο τιµών µε χρήση της µονοτονίας και της συνέχειας της συνάρτησης. 
» Το σύνολο τιµών µε τη βοήθεια της γραφικής παράστασης (6) εµφανίζεται σαν το σύνολο των 
προβολών των σηµείων της Ο,; πάνω στον άξονα Υ Υ. 
Αν είναι γνωστή λοιπόν η Ορ µιας συνάρτησης το σύνολο τιµών της βρίσκεται “προβάλλοντας” την 


καμπύλη πάνω στον άξονα Υ’Υ όπως φαίνετα! στο επόμενο σχήμα. 


Ε(Α)-[-3, 12] 


Γενικά η εύρεση του συνόλου τιµών µιας συνάρτησης δεν είναι εύκολο πρόβλημα. Υπάρχουν όµως 
μερικές κατηγορίες συναρτήσεων που αυτό δεν παρουσιάζει Ιιδιαίερες δυσκολίες καὶ γίνεται µε την 
βοήθεια των µέχρι τώρα γνώσεων µας. Αντιμετώπιση πλήρη του θέµατος θα έχουµε µε τη βοήθεια 
που µας παρέχει η παράγωγος συνάρτησης. 


ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ 


Β4 
Β7 
Β8 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να δείξετε ότι το σύνολο τιµών της συ- 
νάρτησης ἵ µε τύπο {(κ)--4κ--9 είναι το Β. 
Λύση 

Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης { είναι το Μ. 

θα αποδείξουµε για κάθε γε υπάρχει Χπου 


ανήκε! στο πεδίο ορισμού της { µε Ε(κ)-ν. 
Είναι 


ο”... 
Άρα για κάθε γεξ υπάρχει το πω που 


ανήκε! στο πεδίο ορισμού της { µε Ε(κ)-γ. 


Να βρείτε το σύνολο τιµών της συνάρ- 
τησης { µε τύπο Ε(κ)-- χ2-ΕΙ ορισμένη στο 
[2.5]. 


Λύση 
Είναι Α:; Ξ[2, 5] 


Θέτουμε Υ--Ε(κ)-κ2-εΙ 
γΞκ2-ἰ 
χ- Ξγ-Ι 
Επειδή χ; 20 πρέπει Υ--Ι20 δηλαδή γ21 
Τότε κ----/Υ--Ί 
Επειδή χ ε[2. 5] πρέπει ΧΞ φΥ--ἰ και επιπλέον 
2σ9Υ-Ις5 
4«γ-Ι«25 
σςνγς26 
Άρα Ε(Α) -[5. 26] 


Βρείτε το σύνολο τιµών των συναρτή- [Τὸ 
σεων µε τύπους: 


ἰ, "ο χε(ο,1)ώ(1.3]. 


Β1 
Β4 
Ε7 


ἡ, εί τς 


Χ-- 


{(χ)- ν2-κ 


Β8 


2χΧ 


Λύση 
ἱ. Ἡ συνάρτηση ορίζεται όταν 2- χλδθςκχς«23 


Επομένως, το πεδίο ορισμού της { είναι το σύ- 
ΝΟλο Α. (:.9.3] και το σύνολο τιµών: 
Ε(Α)-(γεκ:πεξίσωση Υ--ν3--κ έχει µία 


τουλάχιστον λύση ως προς το χε(--ο,2]). 
Έχουμε: 


»0 Σ0 
γθςνδ-χ«» . «» ἳ . 
Υ Ἔδ-ςκ ΧΞ2-Υ 


Πρέπει Π λύση κ-23--γ να ανήκει στο Α., 
δηλαδή: 

3-Υ «3«Υ 20, που ισχύει για κάθε 
γΕΚ. Συνεπώς, έχουµε Υ20, δηλαδή το 


πεδίο τιµών της { είναι το Ε{Α) --[0,-ο). 


ἱ. Πρέπει Χχ-Ι-θςκχ-], οπότε το πεδίο ο- 


ρισμού της ρείναιτο ΑΞΚκ-ίν). 


Είναι 
2χΧ 
πο ισνκ γκο 2]κ-γ 
--ε 
ο -- ΥΞ2({µμεγζ-2 είναι 0-2) 
γ- 


Πρέπει ο στΙΥΑΥ 2903-32, 
- 


το οποίο ισχύει. Επομένως ο(Α)- κ -ί2). 


--- σύὐνοΏο τιµών 


Πἰ, Εδώ φανερά είναι ΑΞ (0,1) (1:3] 
Για το πεδίο τιµών, έχουµε 


υπ θγκ-γ-2κ(Υ-2)κ-γ5 
-- 


κ σσ Υ2 (µε ΥΞ-2 είναι 0-2) 
γ- 


Πρέπει: 
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«» -ὃ- 0 και ν κ.. 
νι υ-2 
διότι (στι 0”-2) 


«{γ(Υ-2) 20 και (-2γ-6)(Υ-2)«0Υ 2] 


Φ{γ«θήἠγγΣ2καιγ«2ήγΣ3]«5 
Φὼν«θήγ323 


Επομένως, {(Α) --(--ρ,θ)ι)[3.-οο). 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ31. (α) Να βρείτε το σύνολο τιµών των συ- 
ναρτήσεων: 


{ νο -6χ-εἰ 
Π, οα(α)Ξημ΄χ--όημα-εΙ 


Γ32. Να βρείτε το πεδίο τιµών των συναρτήσε- 
ων: 


μι  -- 


-- ρ” 
πο --. 


Γ33. Να βρείτε το πεδίο τιµών των συναρτήσε- 
ων: 


Γ34. Να βρεθούν τα πεδία ορισμού και τιµών 
των συναρτήσεων,που ορίζονται από 
τους τύπους : 


2 
ἱ. ε(ς)- 2Χ-Ίκτό 


ο ῇ 


υπ 
πρ. 


Π, τς) - 


Γ35, Να βρείτε τα πεδία ορισμού και τιµών 
των συναρτήσεων ,που ορίζονται από 
τους τύπους : 


Επ ενος 


ἥ, εα)- η 


τρ 2 
Π. (κ) - - :χε(θ,2)ω(3,4] 


Γ36. Να βρεθούν τα λ,µ ώστε Π συνάρτηση { 


µε τύπο : 


νοκ 


οι -- 
σωρ χ΄ -χ-ΕΙ 


να έχει σύνολο τιµών το ΠΑ)--[-2.5]. 


ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ 


--- 
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Μονοτονία 


Γνησίως Εστω µια συνάρτηση { ορισμένη σ'ένα διάστηµα Δ. Θα λέμε ότι: 


Ἡ { είναι γνησίως φθίνουσα στο Δ, αν για κάθε 
φθίνουσα ς ο. ἕ 


συνάρτηση μον ρα ος μμ ρ ο ο δο 


Κάθε γνησίως φθίνουσα συνάρτηση {, έχει γραφική 
παράσταση που “κατεβαίνει” από τα αριστερά προς τα 
δεξιά όπως η καμπύλη του διπλανού σχήματος. 
Πρατηρούμε ότι: 


αν χι «αχ, τότε Πχ) 2 {1,) 


Έστω µια συνάρτηση { ορισμένη σ'ένα διάστηµα Δ. Θα λέμε ότι: 


Γνησίως Η { είναι γνπσίως αύξουσα στο Δ, αν για κάθε 


αύξουσα ο ο ο ος ισπ ο.) 


συνάρτηση 


η 
Κάθε γνησίως αύξουσα συνάρτηση {, έχει γραφική 


παράσταση που “ανεβαίνει” από τα αρὶστερά προς τα Προ) 
δεξιά όπως η καμπύλη του διπλανού σχήµατος. κ) 
τν 


Παρατηρούμε ότι: 


αν Χι «χ, τότε Είκι) «ἔίκ)) 


Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ΄ένα διάστηµα Δ, θα λέμε ότι 
είναι γνησίως μονότονη στο διάστηµα αυτό. 


Στα επόµενα σχήματα παρατηρούμε ότι Π γραφική παράσταση της συνάρτησης { “ανεβαίνει” (“κατεβαί- 
νει”) από τα αριστερά προς τα δεξιά όµως υπάρχει ένα τµήµα της {, που είναι παράλληλο προς τον 
άξονα χ. 


Στο διάστηµα [α, β], για οποιαδήποτε Χι.κ, µε κι 5 χ,Ισχύει Ε(αι)- ἔ(κ,). 


να. μονοτονία ------------------------νκὰ 141 ---- 


για Χι «Χ», είναι Ε(κι)«Ε(κ)) για Χι «Χ,, είναι Ε(κι)ΣΕ(ς,) 
(αύξουσα συνάρτηση) (φθίνουσα συνάρτηση) 


Θα λέμε ότι µια συνάρτηση είναι αύξουσα θα λέμε ότι Π συνάρτηση είνα! φθίνουσα σ'ένα 
σ'ένα διάστηµα Δ, αν και µόνον αν διάστηµα Δ, αν και µόνον αν: 
για Κάθε Χι.Χ, ΕΔ µε Χι«Χ,, Ισχύει 


για Κάθε Χι,Χ, ΕΔ µε χι «Χ,, Ισχύει 
πο κο ρα. 


Μια συνάρτηση που είναι αύξουσα ή φθίνουσα σε κάποιο διά- 
στηµα θα λέμε ότι είναι μονότονη στο διάστηµα αυτό. πο πο. 


Αν γιακάθε Χι.Χ2 ΕΔ µε σι «αχ» ισχύει Ε(Χι)Ξ- Ε(α2) τότετην 
{ ονομάζουμε σταθερή συνάρτηση στο Δ. (βλ. διπλανό σχήμα) 


Εύρεση της µονοτονίας συνάρτησης 


θεωρούμε τυχαία χΧι.Χ», που ανήκουν στο πεδίο ορισμού συνάρτησης Υ -- Ε(κ), και ακολουθούμε 
έναν από τους επόµενους τρόπους: 


1. Από τη σχέση Χι «χΧ, προσπαθούμε να σχηµατίσουµε το {{χι) στο πρώτο µέλος και 
συγχρόνως το {Χ;) στο δεύτερο µέλος, οπότε καταλήγουμε σε 
ο ο ο ον ο ο ο στο 
καὶ ανάλογα συμπεραίνουμε για τη μονοτονία της {. 
2. Βρίσκουμε το πρόσημο της διαφοράς: 
Απ μία δι. σα) 


ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
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3. Βρίσκουμε το πρόσημο του λογου: 
.- Ε(κο)Ε (αι) 
Χο Χι 
» Αν το πεδίο ορισμού της {, δεν είνα! διάστηµα, αλλά ένωση διαστημάτων, εφαρμόζουμε έναν 
από τους παραπάνω τρόπους σε κάθε διάστηµα χωρίς να γενικεύσουµε τα συμπεράσματα σ’όλο 
το πεδίο ορισμού. 
Σχόλια: 
Η γνώση της µονοτονίας κάποιων στοιχειωδών συναρτήσεων (ακόµη καλύτερα της γραφικής 
τους παράστασης) µας διευκολύνει πάρα πολύ στην Άλγεβρα. 


Ι. Για παράδειγµα, αν πρέπει να χαρακτηρίσουµε σωστό ή λάθος τις παρακάτω προτάσεις: 
Πι: αν Χι,χ» ΕΕ µε χι «Σχ; τότε κ... 
Πο ο ο ο ο πο 
και στην περίπτωση λάθους να γράψουμε το σωστό. 


2 9 


Οι γραφικές παραστάσεις των { και 6 µε τύπους Ε(κ)--χ΄ και σίκ)- χ’΄ είναι 


. γ (6ς 
ο ς 


Από τις παραπάνω γραφικές φαίνεται ότι π πρόταση ΠΠ, είναι λάθος ενώ π ΠΠ, είναι σωστή. 
Αλγεβρικά μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι η ΠΠ, είναι λάθος ως εξής: 


ο [αν χι,Χ» ε{--ο, 0] είναι χί 5 χ2 
αν Χι,Χχ, ΕΕ µε χι «Σχ, τότε --- 
αν Χι.Χ2 ε[θ, --σο) είναι χι «χ2 


Π, Αν εἶναι γνωστή η Ορ; µιας συνάρτησης π μονοτονία της βρίσκεται όπως στο παράδειγµα που ακολουθεί. 


ᾷ Στο διάστηµα [--40,--20] π { είναι γνησίως 
| αύξουσα.(ανεβαίνει πρός τα δεξιά) 


Στο διάστηµα [--20, --5] π { είναι γνησίως 
Φθίνουσα.(κατεβαίνει πρός τα δεξιά) 


Στο διάστηµα {[--.25] η { είναι γνησίως 
αύξουσα.(ανεβαίνει πρός τα δεξιά) 


Στο διάστηµα 0», 45] η { είναι σταθερή.(παράλληλη 
γνησίως αύξουσα σημαίνει ότι Π γραφική παράσταση 
“ανεβαίνει πρός τα δεξιά”. 

γνησίως φθίνουσα σηµαίνει ότι π γραφική  ΣίΟ διάστηµα [45,60] π Τ είναι γνησίως 
παράσταση “κατεβαίνει πρός τα δεξιά”. φθίνουσα.(κατεβαίνει πρός τα δεξιά) 


πρός τον ΧΧ) 


145 --- 


Λυμένα παραδείγματα 


--- μονοτονία 


Να μελετηθεί π συνάρτηση { µε τύπο: | "αν Χι,Χο ε[-.0,2]9 χι «χο ς2 


{(χ)---2χ--4 ως προς τη μονοτονία. 


Λύση 


Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης { είναι το 


και για Κάθε Χι,Χ, εξ µε χι «Χ, Ισχύει: 
Χι «ΣΧ, 3 -2χι2-2Χ, «3 


«9 --2Χι45-2χ, Γ4 «5 (κι) ΣΕίσ,) 


Σύμφωνα λοιπόν µε προηγούμενο ορισμό Π συ- 


νάρτηση { είναι γνησίως φθίνουσα στο ΠΜ. 


ΑΙ Να µελετήσετε τη μονοτονία της συνάρ- 
1 τησης { µε τύπο {(κ)-3-.2Μ5-κχ. 


Λύση 
Είναι Ας; Ξ(--ο, 5] 
θεωρούμε Χι.Χ. ε{--ο, 5] µε Χι «Χ. οπότε 
-ᾱιΣ--ᾱ} 
5-Χι25-χ2 
ρα επ 
ἄδιδ--αι «σσσ-ε, 
Γκι) «ἔίκ2) 


Άρα π { είναι γνησίως αύξουσα στο (--ο, 5]. 


Να µελετήσετε τη μονοτονία της συνάρ- 


ΑΙ 
τησης { µε τύπο Ε(α) -- 3(κ--2)2.Ε1 στο πε- 


δίο ορισμού της. 


Λύση 
Είναι ΑΓ Ξ ΕΚ. θεωρούμε Χι.Χ, ΕΕΚ µεχι«Σχ, 


Οπότε χι-2«χ,.-2 (1) 


τότε χι --2«0 και χ, --2«0 οπότε από την (1) 
προκύπτει ότι 


ο) αν οσ]’ 
ο ο ον 
Δκι -2) 15 3(κ, --2)΄ «ει 
Ε(κι) 5 (2) 
Άρα η { είναι γνησίως φθίνουσα στο (--ο, 2] 
.αν χι,Σ; ε[2, «ο) 9 2σχι«σ; 


τότε χι -220 και χ;--250 οπότε από την (1) 
προκύπτει ότι 


ο κ ον 
δ(κι --2)’ «Ακ, --2)΄ 
Ακι -2) 1 «δε, --2)΄ ει 
Ε(κι) « Εκ.) 


Άρα π { είναι γνησίως αύξουσα στο [2, --οο). 


ση Να μελετηθεί π συνάρτηση { µε τύπο: 


2χ ; 
(ωτστ ως προς τη μονοτονία. 


Λύση 
Το πεδίο ορισμού της { είναι φανερά το 
Α- (-οο,1) (1.100) 
θα εξετάσουμε τη μονοτονία της { χωριστά σε 
καθένα από τα διαστήματα (--οο.1) Και (1.399). 


Έστω Χι,χ, ε(--ο,]1), µε Χι «Σχ, «1 έχουµε: 


ΔΞ{Ε(Σ,) κι] 2 ως 


Επειδή χι «Χ, «Ι9κι-Ι«θ καιχ,--1«0 θα 


ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
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είναι Δ «0 οπότε Ε(χι) 2 Ε{α,), που σηµαίνει ότι 
Π Γ είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα (--ο.1). 
». Έστω Χι,Χ, Ε{1,-99), µε 1 «χι«χ,, τότε: 
Χι-Ι20,Σ, --Ι120., οπότε και σ'αυτή την περίπ- 
τωση είναι Δ«0 «5 Ε(κι)ΣΕ(κ,) . Επομένως, η 
Γ είναι γνησίως φθίνουσα και στο διάστηµα 
(1.399). 

Σχόλιο: 


Ἡ παραπάνω συνάρτηση { είναι γνησίως φθίνου- 


σα σε Καθένα από τα διαστήματα (--οο,1}.(1,::οο), 
είναι 


ενώ δεν γνησίως «Φθίνουσα στο 


(-οο,1)’(1.-:οο) αφού υπάρχουν 


Χι.Χ, ΕΚ --{1}, ώστε ναισχύει Ε(κι) «Ε(5α,). 
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π.χ.αν χι-θ«σχ,Ξ-2 τότε 


Γκ σθς κ 5. 


Επομένως, µια συνάρτηση που εἶναι γνησίως µο- 
νότονη σε δύο διαστήµατα δεν είναι υποχρεωτι- 
κά γνησίως μονότονη στην ένωση αυτών των 
διαστημάτων. 


Αν π συνάρτηση { είναι γνησίως φθίνου- 
σα στο Β να λύσετε την ανίσωση 
ε(κ2 1) 5 ε(-κ). 


Λύση 


Η ανίσωση (κ Μ125 Ε(- κ) επειδή π {είναι γνη- 
σίως φθίνουσα στο Ἡ γίνεται ισοδύναμα 


χ; εἰ «-χ 


χ; «χγΙ«0 
η οποία είναι αδύνατη στο Π. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ37. Να μελετηθούν ως προς τη μονοτονία οἱ 
συναρτήσεις µε τύπους: 


ἱ. εκ) -2κ) εί Π. ἔ()-νχ-ἰ 


χτεΙ παν ο ο 
Π, ε(κ)- ἵν. ε(Χχ)- 
5) ο κ κο 
ν. Ε()-- νι νι ε(κ)-κ2--2κΙ 
1..|κ| 


ψ, Ε(α) 5 νι- κ; νι. ε(κ)-2κ- 1-3χ 


Γ38.1. Μια συνάρτηση { µε Πεδίο ορισμού Β 
είναι περιττή. Αν πΠ { είναι γνησίως αὔ- 


ξουσα στο διάστηµα [α.β] µε αβ»20, 
να αποδείξετε ότι η { είναι γνησίως αύ- 


ξουσα στο διάστηµα [--β,--α]. 


ἱ. Αν η συνάρτηση Ε:ΕΚ-»Κ είναι γνη- 


σίως αύξουσα στο (α,β) και άρτια, τότε 


είναι γνησίως φθίνουσα στο ({-β.-α). 


Γ39, Δίνεται Π συνάρτηση 

Ε(κ)Ξ (8) «Ιδκκ16,λεκ. 
Να δείξετε ότι: 
α. Π { είναι γνησίως αύξουσα. 


β. (κ. Ε]κηρ) µε α«β 


Γ40. Αν «εξ. κα για τη συνάρτηση Ε:Ε -»Ε 
Ισχύει ε(κι)-εία, ) «ο]αι --χ.| για κάθε 
Χι.Χ, ΕΕ., να δείξετε ότι η συνάρτηση 


(κ) --Γ(κ)--οχ εἶναι γνησίως φθίνουσα. 


Γ41. Να µελετήσετε τη μονοτονία της συνάρτη- 


σης { µε τύπο Είχ)-4-(α--θ)χ, 


αςεκ. 


Γ42. Να προσδιοριστεί ο αεξ” ώστεῃ συ- 


χ--2α 


νάρτηση { µε τύπο: {(κ) - να εἰ- 


ναι γνησίως φθίνουσα. 
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--- συνάρτηση 1-1 (αμφιμονοσήμαντη) 


Γ.6 Συνάρτηση 1-1 (Αμφιονοσήμαντη) 


Αν για µια συνάρτηση { ορισμένη σ'ένα διάστηµα Δ ισχύει Π συνεπαγωγή 
το κ οι.) 


για Κάθε Χι.Χ, ΕΔ λέμε Οτι ή συνάρτηση είναι 1 - 1 στο Δ. 


Ορισμοί Επειδή Πολλές φορές είναι δύσκολο ή και αδύνατο να απο- 
θεωρήματα δείξουμε τη συνεπαγωγή 
ο ο κο) 
αποδεικνύουµε την ισοδύναμη πρόταση : 
ον πα ος σοκ 
που είναι η αντιθετοαντίστροφη της πρώτης. 


θεώρημα 

Αν µια συνάρτηση { είναι γνησίως μονότονη σε ένα διάστηµα Δ, τότε η { είναι 1 - 1 στο ίδιο 
διάστηµα. 

Πράγματι, έστω ότι ῃΠ { είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. 


Τότε, για Κάθε Χι.Χ, ΕΔµεΧι «χΧ, ισχύει (χι) «Ε(σε,) 


κ κ ΕΕ σκι Ἴσνει Πα σα) 


Άρα, µε χι «Χ,, Ισχύει Είκι)-«Ε(α,) που σηµαίνει ότι π { είναι 
σος 


Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει πάντοτε. 
Δηλαδή,όλες οἱ 1] - 1 συναρτήσεις σε ένα σύνολο δεν είναι γνησίως 


µονότονες στο ίδιο σύνολο. 

Όταν µια συνάρτηση είναι ] -- 1, τότε σε κάθε στοιχείο Υ του συνόλου 
τιµών της { αντιστοιχεί ένα µόνο Χ του πεδίου ορισμού της. 
Γραφικά αυτό σηµαίνει ότι κάθε οριζόντια ευθεία γ Ξ- Κ τέμνει τη γραφι- 
κή παράσταση της συνάρτησης Τ, το πολύ σε ένα σηµείο. 


Συνοψίζοντας, μπορούμε να αποδείξουμε ότι µια συνάρτηση { είναι 1 --ἶ µε τους εξής τρόπους: 


. Με χρήση του ορισμού. 

. Δείχνουμε ότι Π Τ είνα! γνησίως μονότονη. 

. Δείχνουμε ότι κάθε οριζόντια ευθεία Υ Ξ- κ τέμνει τη γραφική παράσταση της {το πολύ σε ένα 
σημείο. 

. Λύνουμε την εξίσωση γ Ξ- ΕΧ) ὡς προς χ (αν λύνεται). Αν έχει μοναδική λύση ὥς προς χ για 
κάθε γ του πεδίου τιµών της τότε η { είναι 1 - 1. 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 1-1 (αμφιονοσήµαντη) 


Α2 
Α8 


---- 
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Λυμένα παραδείγματα 


{(κ)- κ) «ΕΙ είναι συνάρτπση 1 - 1. 


Λύση 
Το πεδίο ορισμού της { είναι το ΜΒ, αφού {πολυ- 
ωνυμική συνάρτηση και για κάθε Χι.Χ, ΕΚ µε 


Χι ΑΧ, Ισχύουν: 


αι απ, 
κ αν 
χι, Εκ, 
προ τη 


Άρα σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισμό π συ- 
νάρτηση { είναι 1 - 1. 


Να ελέγξετε τη συνάρτηση { µε τύπο 


{(κ) - χὸ - 2Χ2«χ-3 ως προς την Ιδιότητα 
1-1. 


Λύση 

Το πεδίο ορισμού της { είνα! Π. 

Είναι {(αχ)--κὸ -2χ2 εχ-ᾱ- 
-χ(κ2 πε Ξ 
Ξ- χίκ--)” 3 


Παρατηρούμε ότι Ε(0)--3 και Ε(1)--3 οπότεη { 
δεν είναι 1-1 στο πεδίο ορισμού της, 


Δίνεται συνάρτηση { η οποία είναι 1-1 
στο πεδίο ορισμού της Και ο πίνακας που πα- 
ριστάνει Κάποιες τιµές που αφορούν την {. 

ο 3-2 -Ἱ0υ 1 24 
Υ 14 - 8-2 λ 101622 
µε λεξ. Να προσδιορίσετε τις δυνατές τιµές 
του λεξ αν γνωρίζετε ότι π Ο, εἶναι συνε- 
χής - µη διακοπτόµενη στο Β καμπύλη. 


Να εξετάσετε αν π συνάρτηση { µε τύπο: | Λύσπ 


Είναι Ε(0)-λ 


δηλαδή π Ο- τέμνει τον άξονα Υ’Υ στο (0,λ) 


οπότε πρέπει -2«λ«10 αφρούπ{είναι 1-1 στο β. 


ρα] Να αποδείξετε ότι π συνάρτηση { µε ΑΡ 

ο χ-Σ ., : 

τύπο: Εία)----- είναι 1 - 1 στο πεδίο 
ΧΓ5 


ορισμού της, 


Λύση 
Το πεδίο ορισμού της {είαιτο Α-κ--ί--5.. 


Αν Χι.Χ, ΕΑ τέτοια ώστε Είαι)Ξ Ε(κ,) τότε: 


Χχι-2 χαι-2 
ο. 
Θ(κι--2)(κ, «δ)ξ(σι «δα, -2) 


«ΟΣΧΙΧ., Γ5Χι -2Σχ,-1θ0ς-χιακ, -2χιΓ5Χ, -Ι0 


πρ προ. 


«ΧΙ 7Ἰχ, ΞΦΧιΞ- ΣΧ, 
Άρα π { είναι συνάρτηση 1 - 1, στο -(-θ]. 


Σχόλιο: 
Επειδή πολλές φορές είναι δύσκολο ή και αδύ- 
νατο να αποδείξουμε τη συνεπαγωγή 


πι ον τε στα) 
αποδεικνύουµε την ισοδύναμη πρόταση : 


αν Είαι)]Ξέ(α,)τότε αι Ξ-κ, , που εἶναι π α- 


Α6 
Β8 
Β11 


--- συνάρτηση 1-1 (αμφιμονοσήμαντη) 


ντιθετοαντίστροφη της πρώτης και όπως είναι 
γνωστό οἱ αντιθετοαντίστροφες προτάσεις εἰ- 
ναι ισοδύναμες. 


ο Να εξετάσετε αν οἱ παρακάτω συναρ- 


τήσεις είναι 1 - ἶ στο πεδίο ορισμού τους. 
α. ἔ(κ)-κ2-1 β. σ(κ)-Ιπ(2--|κ)) 
Λύση 


Για να αποδείξουμε ότι µια συνάρτηση { δεν εἰ- 
ναι 1 - ἶ θέτουµε δύο διαφορετικές τιµές του χ 
στον τύπο, έστω τις Χ, «χ, Και δείχνουμε ότι: 
Ε(κι) 5 Ες.) 
α. Παρατηρούμε ότι αν χι Ξ14--{Ξκ., τότε 
προ η ο ο πα 


Οπότε π { δεν είναι 1 - 1 αφού ισχύει: 


Χι Αχ, και Ε(χι)ΞΕ(χ,) 
β.Αν χι--Ι-Ι-κ,, τότε 


εί(χι)Ξε(-1) ΞΙπ1-0- (1) - ε(α,) 


οπότε και Π ρ δεν εἶναι 1 - 1 στο πεδίο ορισμού 


της. 


Να εξετάσετε αν είναι 1 - 1 οἱ συναρ- 
τήσεις ἔ, 6 µε τύπους: 


-χοχκ«θ ας 
{(κ) - και σ(χ) - πο του 
χ, χΣ0 χ.ΧΣ0 


στο πεδίο ορισμού τους. 


Λύση 

Η συνάρτηση { δεν είναι 1 - 1 στο Β, αφού υ- 
πάρχε! οριζόντια ευθεία που τέμνει τη γραφική 
παράσταση της {σε δύο σηµεία. 

Δπλαδή υπάρχουν Χι.Χ, ΕΕ µεχι-«χ, τέτοια 


Α8 
Αά ώστε ἔκι πες) |-κ 
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Η συνάρτηση 6 είναι γνησίως αύξουσα στο Κ καὶ 
συνεπώς είναι 1 - 1 στο Π. 

Η καμπύλη της Υ Ξξ 6ίΧ) τέµνετα! από κάθε οριζό- 
ντια ευθεία σε ένα µόνο σηµείο. 


7) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση { µε τύπο: 


2χ1.αν χ23 
{(χ)- 
χΓ2,ανχς«3 


είναι 1 - ἶ στο πε- 
δίο ορισμού της. 


Λύση 

θεωρούμε την οριζόντια ευθεία Υ Ξ Κ. θα προσ- 
διορίσουµε τα σηµεία τοµής της ϱ, καιτης ΥΞκ 
(αν υπάρχουν). 


ΥΞ2κ-{Ι κ-ι1 
Είναι: «ΥΞκ «» κ 2 
Χ23 χΧ33 


άρα, π ευθεία Υ -- Κτέµνειτην 6, αν: 


πο ΣΛΦΚΣΊ 


Επίσης, από το σύστημα: 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 1-1 (αμφιμονοσήμαντη) 


Εξ ὦ 


Α7 


Β10 Γ44. Δίνεται 


κα. 148 


Υγξχε2 


ο. 
ΥξΞΚκ «Ὁ 
χΧ«3 


προκύπτει ότι Ππ Υ Ξ Κτέµνειτην Ο,, αν 


Χ«3 


Κ-2«βδ«.κ-ςδ. Άρα, καµία οριζόντια ευθεία 
δεν τέμνει και τους δύο κλάδους της «,, και 
συνεπώς η { είνα! 1 - 1 στο Π. 


Από τα προηγούμενα παραδείγματα έγινε φανερό ότι 
ανάλογα µε τον τύπο της συνάρτησπς, επιλέγουμε και 
τον τρόπο που θα εργαστούμε για να ελέγξουμε της 
Ιδιότητα 1 - 1] µιας συνάρτησης στο πεδίο ορισμού 
της. 


Δίνεται π συνάρτηση { µε τύπο 


{(κ) .. πο ὁ αν, πο. 
Ι. Να βρείτε το {{1) 
Π. Να ελέγξετε αν η συνάρτηση ! είναι 1 - 1 
στο ΠΜ. 
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Πή. Να λύσετε την εξίσωση κ; χι -2 


Λύση 
ἰ. Είναι Ε(1) ον. --2 


Π. Ἡ ως πολυωνυµική έχει Α,; Ξ ΚΕ. θεωρούμε 
ΧιιΧ»ΕΑΓΞΚΕ µε κχι«χ, τότε: 

ο « νο και κ 

Με πρόσθεσῃ κατά µέλῃπ παίρνουμε: 


2003 2005 
ανα. 


Β5 


2003 2003 2005 2005 
Χ  Ἔχ «χα ΈΣ, 


τος ) « είκ;) 
Άρα, π συνάρτηση { είναι γνησίως αύξουσα στο Μ. 
Σύμφωνα µε το συμπέρασμα του προηγούμενου 
θεωρήματος ῃ { είναι 1] - 1 στο ΠΜ. 


οπότε 


2003 2005 


Π. Είναι χ” Γκ  -2«5/[λόγω [1 ερωτήµα- 


τος) 
Ε(χ)-ε(!) «9 κ-!Ι (επειδή π {είναι 1 -- 1). 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ43. Δίνεται π συνάρτηση { µε τύπο 


Ε(κ) ας τη δείξετε ότι Π { είναι 1 - 
5 εἰ 


1 στο πεδίο ορισμού της. 


π συνάρτηπσπ { µε τύπο 


ο) - Χ 
τω -ᾖ: . :.Να προσδιορίσετε την 
τιµή του αςξ ώστεητ [να είναι 1 - 1 
στο Π. 


Γ45. Να εξετάσετε αν είναι 1-1 στο πεδίο 


ορισμού τους, οἱ παρακάτω συναρτή- 
σεις: 


2χ--] 


Γιο ποια ἡᾗ σ- 
Χ--δ 


Π, Ε(κ) - νὸχ--2 
ἵν. Εκ) -- κὸ -οκ--Ί 
ν. χ2-4χεΤαν Δ- (-ο.,2] 


ΜΧ 
1. νχ 


2 
ΠΠ, ειτε) - ος αρῤρες περρο 
χεό ,κς«ὶ 


ος 
ο. 


γι. Εκ) - γη, (κ) - 


Γ46. Δίνεται Π συνάρτηση { µε τύπο: 
2 
ε(κ) - ]-κχ ϱ χ«0 
23χΧ Γλ-]. Χχ20 


Να βρεθεί ο πραγματικός λ ώστε π [να 
είναι 1 -ἶΙ. 


--- αΚρότατα συνάρτησης 


μῇ 


Ακρότατα συνάρτησης 


{(ς) ΣΕ(0),για κάθεχεξ 


Ολικό ελάχιστο 


σου 


Ολικό μέγιστο 


» 
νὰ 


{σος ες, ) για κάθε χ κοντά στο χι, 
Ε(«)2 Ε(κ,). για κάθε χ κοντά στοκ, 


και ισχύει με, )ς Επι) (σχ. 3) 
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Ακρότατα συνάρτησης 


Δίνεται ῃ συνάρτηση { µε Ε(κ)-κᾖ, χεξ . Παρατηρήστε στο δι- 
πλανό σχήµα ότι για την τιµή {{0) Ξ- 0. ισχύει: 


Ε(κ)24(0)-0, γιακάθε χεξ. 
Λέμε τότε ότι ῃ { έχει ολικό ελάχιστο γιαχ-- 0 την τιµή {{0) - 0. 


Επίσης παρατηρήστε ότι εκατέρωθεν του μηδενός ῃΠ { αλλάζει µονο- 
τονία. Συµβολικά γράφουμε: 


ολικό ελάχιστο 


Γενικότερα: 


Αν Α είνα! το πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης και για Κάποιο ΧιΕΑ, 
Ισχύει: 


Γ(κ)ΣΕ(αη), για Κάθε χεΑ 


λέμε ότι π { παρουσιάζει στο ΧῃΕΑ. ολικό ελάχιστο το Ε(αι) στο 
Α (σχ. 1) 


Αντίστοιχα, αν ισχύει: 


Γ(κ) κ Ε(αι), για κάθε ΧχεΑ 


λέμε ότι π { παρουσιάζει στο χι ΕΑ ολικό μέγιστο το Γ(αᾳ) στο Α 
(σχ. 2) 


Το ολικό μέγιστο Καὶ το ολικό ελάχιστο της { λέγονται ακρότατα ή 
ακρότατες τιµές της συνάρτησης. 


Ανάλογοι ορισμοί όπως ισχύουν Καὶ για τα τοπικά ακρότατα. Η δια- 
φορά είναι ότι τα ολικά ακρότατα αναφέροντα! σε όλο το πεδίο ορι- 
σμού, ενώ τα τοπικά σε υποσύνολά του. Αξίζει να σημειωθεί ότι π.χ. 
ένα τοπικό μέγιστο µπορεί να είνα! μικρότερο ενός τοπικού ελαχί- 
στου της ίδιας συνάρτησης (βλ. σχήµα 3) ή και αντίστροφα. 


ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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Π.Χ 


Η συνάρτηση Είςκ)---χ΄ εἰ 


παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 


κο το Ε(0)Ξ1, 
αφού ισχύουν: 
χ σθς- κ «θς» 
κ εἰ] 
Ε(α)«1-- ε(θ) 


Μέρος Γ - Κεφάβαιο 7 ---- 


Με τη βοήθεια της µονοτονίας χαρακτηρίζουµε τα ακρότατα. 


.. 


τρ) Είκο) 
ολικό ελάχιστο ολικό μέγιστο 


Συμπεραίνουµε ότι µια συνάρτηση { παρουσιάζει ακρότατο σε κά- 
ποια θέση ΧιεΑ αν αριστερά και δεξιά αυτής της θέσης αλλάζει 
μονοτονία. 


ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ 


1. Αν η γραφική παράσταση δίνεται ή μπορούμε να τη 
σχεδιάσουμε, προσδιορίζουµε από αυτήν τα ακρότατα αν 
υπάρχουν. 


2. Προσδιορίζουμε το σύνολο τιµών {{Α) και από αυτό τα 
ακρότατα (αν υπάρχουν) 

π.χ. Αν {{Α) -- Ία, β] π { έχει μέγιστη τιµή το β καὶ ελάχιστη 
τιµή το α. 

Αν {{Α) -- [α, «:οο], π { έχει ελάχιστη τιµή το α καὶ δεν έχει 
μέγιστη τιµή. 


3. Αν π Ε αλλάζει µονοτονία εκατέρωθεν ενός σημείου Χ, του 


πεδίου ορισμού της και Είκ)ς Είαι) ή Είκ)ΣΕίαι) για 


κάθε Χ κοντά στο χο, τότε παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στη 
θέση χ,. 


Συγκεκριµένα 


μέγιστη τιµή ελάχιστη τιµή 
το {Χη) το ΙΧ) 


--- αΚρότατα συνάρτησης 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συ- 
νάρτησης { µε Ε(κ) --(κ--)---4. 


Λύση 
Η συνάρτηση { ορίζεται γιακάθε χεκ. 


Γνωρίζουμε επίσης ότι εἶναι Α΄ Σ0 για κάθε 
ΑΕΚ. 


Επειδή χεξ και (κ--Ι)εξ είναι (κ-.!)΄ 20. 
ε() -α 7-3 Εκ) γδ-(κ-ϱ 20 
Άρα Ε(κ) 320 99 Ε(κ) 2-3 


Παρατηρούμε ότι Ε(1) --(1--1)΄ --3----3 οπότε έ- 
χουμε Ε(κ)2(-1) γιακάθεχεκς. 

Σύμφωνα µε τον ορισμό Π συνάρτηση { παρουσιάζει 
για χΞ--Ι (στη θέση κ---Ι ) ολικό ελάχιστο µε 
τιµή {(--1)--3. 


Να προσδιορίσετε τις ακρότατες τιµές 
των συναρτήσεων που φαίνονται στα επόµενα 
σχήματα. 


Λύση 
α. Παρατπρούμµε ότι το πεδίο τιµών της { είναι το 
διάστηµα [-1, 3). 

Επομένως, --Ι«ε(κ)«3,γιακάθε χ ε[--2,4) 
άρα π {παρουσιάζει ελάχιστη τιµή γιαχ- 0. 
Πο σα, 

Μέγιστη τιµή δεν έχει, αφού το -2 δεν είναι 
τιµή της ᾖ. 

β. Ισχύει --2 «{Χ) « 4 για κάθε χε(-2.3) και 
συνεπώς π { δεν παρουσιάζει ακρότατες τιµές 
(ολικό μέγιστο και ολικό ελάχιστο). 


γ. Είναι --3«Είκ)-«4, για κάθε χε[-2.6] ο- 
πότε Π { παρουσιάζει ολικό ελάχιστο την τιµή 


-3 για χΧ-- -2 και ολικό µέγιστο το 4 για 
χΧΞ 6. 


Λίνεται π συνάρτηση Τ µε τύπο: Α7 
{(0) 1 γνΣ-κχ 


Να προσδιορίσετε τα ακρότατα της συνάρ- 
τησης. 


Λύση 
Ἡ { έχει προφανώς πεδίο ορισμού (-.οο,.2]. 
θα προσδιορίσουμε το σύνολο τιµών της { µε 


συνθετικό τρόπο. 
Έχουμε: 


Χε(-οο2]ῶχς22-χΧ20«» 
«9 χ2θ01«:ὴ2-χΣΙ«5Ε(Σ)2Ι 


οπότε, Ε(Α) --[Ι.-Γοο) και συνεπώς η { παρου- 
σιάζει ελάχιστη τιµήτο 1,γιαχ- 2 ({{2) Ξ- 1). 


ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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Παρατήρηση 

Στο προπγούµενο παράδειγµα, προσδιορίσαµε το 
σύνολο τιµών της { ξεκινώντας από το ότιτο ΧΕΑ 
καὶ µε Ισοδυναµίες δημιουργήσαμε το 1{Χ). Αν µε 
αυτό τον τρόπο (δηλαδή µε ισοδύναμα βήματα) δη- 
µιουργήσουµε το Υ ΞΞ {Χ], τότε το διάστηµα που ανή- 
κε!το Υ Ξ ΠΧ) θα είναι το σύνολο (πεδίο) τιµών της {. 
Προσοχή 

Αν σε κάποιο βήμα δεν ισχύει η ισοδυναμία, τότε 
για το προκύπτον σύνολο μεταβολής των τιµών 
του Υ δεν θα είµαστε σίγουροι αν είνα! το πεδίο 
τιµών της {. θα είναι πάντως ένα υπερσύνολό του. 


π.χ. Έσω Εία)-κζ-2κ µεκε[θ,]. 


Έχουμε, 0«κς2«0ς«κ2«ο (1) 
καθς«κ«2--6ς-2χς«θ (2) 
Με πρόσθεσῃ κατά µέλη, των (1) και (2) παίρ- 
νουµε: 

-θςχ) -2χ«θ«-6-«τ(κ)«ο 
όµως το πεδίο τιμών της { , είνα! το 

Ε(Α) -[--Ι,2]ς [--6,9ο] 

όπως φαίνετα! στο σχήμα. (Προβολή της γρα- 
φικής πάνω στον άξονα των Υ. 
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Βρήκαμε ένα υπερσύνολο του πεδίου τιµών της 
{και αυτό διότι όταν προσθέτουμε κατά µέλη 
δεν διατηρείται η ισοδυναμία. 

Μπορούμε, ασφαλώς νατο βρούμε και αλγεβρι- 
κά, αλλά µε προσοχή στους μετασχηματισμούς 
ώστε τα βήματα που κάνουμε για το σχηµατι- 
σµό του {{Χ) να είναι ισοδύναμα. 

Επειδή 


Γι τι το οτι οι 
έχουμε: 
θ«χ«δ Ι«κ Ι«2«0«(κ-ι) «4» 


εσυ κ ας πίος: 
άρα {{Α) - [-ἳ, 3]. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ47. Για τη συνάρτηση του διπλανού σχήµα- 


τος να βρείτε το ολικό μέγιστο και το 
ολικό ελάχιστο. 


Γ48. Για τη συνάρτηση του διπλανού σχήµα- 
τος, γράψτε δίπλα από κάθε πρόταση αν 
είναι σωστή ή λάθος, 


Α. έχει πεδίο ορισμού το ΠΜ. 

Β. έχει σύνολο τιµών το (--5, 2] 
Γ. είναι άρτια 

Δ. είνα! γνησίως μονότονη στο ΠΚ. 


--- αΚρότατα συνάρτησης 


Γ49. 


Η μονοτονία µιας συνάρτησης { φαίνεται! 
στον επόμενο πίνακα. 


Γ50. 


ΓΡ1. 


Γ52. 


Γ53. 


2) --ι 


Γράψτε ποιες από τις παρακάτω προτά- 
σεις είναι σωστές ή λάθος. 


1. Η { έχει πεδίο ορισμού το Π. 


Ρο 


.Ἡ Τ έχει πεδίο τιµών το ΠΜ. 
.Ἡ { είναι γνησίως μονότονη στο ΠΜ. 
.. Ἡ { έχει τοπικό ελάχιστο το -ἶΙ. 


δ 

4 

5, Η { έχει μέγιστο στο κΞ0 

6. Η { έχει ολικό ελάχιστο το -ἶ. 
7 


. Ἡ { έχει 3 ρίζες στο ΠΜ. 


Δίνεται Π συνάρτηση { µε τύπο 


{(κ)-4- νχ--δ. 


Να βρείτε τα ακρότατα της {. 


Αν το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης { 
είναι το διάστηµα (α,β), αβεξ τότε ῃ 


Γδεν έχει ακρότατα. 


Αν µια περιττή συνάρτηση { παρουσιάζει 
µέγιστο στο χι τότε θα παρουσιάζει ε- 


λάχιστο στο --χῃ. 


Να βρείτε (όπου υπάρχουν) τα ακρότατα 
των συναρτήσεων: 


Γρ4. 


[55. 
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Ι, ο -- 
1--|Χ| 
Π, εί - χ”, χ ε[--,2) 
3 χτῦ χε[ο 


χε, Χ22 


2χ-ΕΙ, χ«2 


ΠΙ. τή 
Δίνοντα!ι οἱ συναρτήσεις { καὶ 6 µε 
τύπους: 
Ε(α)- {α΄ --]-νκ-ἶ 
σ(χ)- κ) --4χ--2α 


Να βρείτε τον αριθµό α ώστε το μέγιστο 
της ἔ να ισούται! µε το ελάχιστο της 6. 


Να βρείτε τη μέγιστη καὶ την ελάχιστη τιµή 
(όπου υπάρχει) για τις συναρτήσεις: 


α. Εκ) -- οκ” --3 
β. ἔ(α)-ι--2χ 
1 


χ; ΕΙ 


δ. ἔ(κ)--ἰκα! 


γ. ε(α)- 


ε. Ε(κ) -|2χ-ς1--3 


στ. ἔ(α)Ξ1-νὸκ-] 
ζ ε(κ)--2ψκ[--4 


π. Ε(χ)-κ- 2ἡ/χ- 7 
θ. Ε(α)-2κ-Ι 
ῇε {(α) κ) εκ) -ἶ 


κ. Γ(χ)Ξ5 ν2χ-5 


Α6 
Α7 
Β8 
Β8 


ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
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Που τέµνει η καμπύλη { τους άξονες 


Σηµεία τοµής της «ϐ, µε τους άξονες 
Είναι γνωστό οτι χαρακτηριστικό των σηµείων Μ του άξονα Υ'Υ είναι ότι 
Που τέμνει η έχουν τετμηµένη {ση µε μηδέν δηλαδή 
καμπύλη 6 Μ(0,γ).γεξ 
Για να βρούμε το σηµείο που ῃ 
γραφική παράσταση 6, µιας συ- 
νάρτησης ἵ µε τύπο Υ Ξ ΤΧ) τέ- 
μνει τον άξονα Υ'ν αρκεί να 
θέσουμε στον τύπο της συνάρ- 
τησης όπου Χ -- 0 (αν βέβαια το 
0 είναι στοιχείο του πεδίου ορι- 
σμού της), αλλιώς η {,δεν τέ- 


του άξονες 


μνει τον άξονα νυ'Υ. 
Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης { µε τύπο Υ Ξ- Ί{Χ) αν έχει µε τον άξονα Υ’'Υ κοινό σηµείο 
αυτό είνα! μοναδικό και είναι το Μ(0,1{0)). 


» Επίσης γνωρίζουμε πως χαρακτηριστικό των σηµείων Μ του άξονα χ’χ είναι ότι έχουν 
τεταγµένη {ση µε μηδέν, δηλαδή Μ(Χ,θ).κεκ. 
Για να βρούμε τα σηµεία που π γραφική παράσταση ϐ, µιας συνάρτησης Τ µε τύπο  -- {{χ) 
τέμνει τον άξονα χ’χ αρκεί να θέσουµε στον τύπο της συνάρτησης όπου Υ Ξ- 0 και να 
λύσουμε την εξίσωση {κ) - 0. 


» Ἡ εξίσωση 1{Χ) Ξ- 0 µπορεί να έχει περισσότερες από µια λύσεις. Στην περίπτωση αυτή τα 
κοινά σηµεία της ϱ, µε τον άξονα είναι όλα τα σηµεία της µορφής Μ(α, 0) ,όπου κι 
είναι λύση της παραπάνω εξίσωσπς. 


» Ἡ εξίσωση ΠΧ) Ξ- 0 µπορεί να είναι αδύνατη. Στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχουν κοινά 
σηµεία της ϱ, µετον άξονα χΧ. 


Συνοψίζοντας έχουµε: 

Τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης (6, }) µε τον άξονα χχ έχουν τεταγµένη ίση µε 0. 
Έτσι τα σηµεία τοµής προσδιορίζονται από τη λύση της εξίσωσης Υ- Ε(κ)-0. Οι λύσεις της 
εξίσωσης αυτής είνα! οἱ τετμηµένες των σημείων τοµής, 

Το σηµείο τοµής της Ο, µετον άξονα ΥΎ έχει τετμηµένη 0 και είναι μοναδικό (εφόσον υπάρχε!). 
Ἡ τεταγµένη του σηµείου αυτού είναι τότε {ση µε {{0). 


ο) πα ο πι καλο οσο ο ----------...Ἂο]ο..... 


» Παρατηρήστε ότι Π Τ παίρνει θετικές τιµές για κάθε χΧ Σκι αφού στο διάστη- 


μα (αρ.19), Π 6, βρίσκεται πάνω από τον άξονα Χ’χ δηλαδή 


θέσεις της {, ο οτε. 


ως προς τους » Ἡ { παίρνει αρνητικές τιµές για κάθε 

άξονες χ«Χᾳ αφού στο διάστηµα αυτό η ϱ, 
βρίσκεται κάτω από τον άξονα χ’χ δηλα- 
δή 


Γοεῦ σε, 


Γενικά για να βρούμε το διάστηµα στο 
οποίο Ππ γραφική παράσταση µιας συνάρτησης είναι πάνω ή κάτω από τον άξο- 


να των Χ, λύνουµε τις ανισώσεις εί(κ)»50 ή είκ)«0. αντίστοιχα. 


Έστω δύο συναρτήσεις { και 6 µε τύ- 
πους Υ- (κ) και γ-σίκ) αντίστοι- 


Κοινά σηµεία χα. ᾿ ι ι 
Το κοινό σηµείο των δύο γραφικών πα- 
δύο γραφικών ραστάσεων έχει τετµηµένη χι Και προ- 


παραστάσεων φανώς την {δια τεταγµένῃ 
Εαν) Είαυ) 
Άρα, το Χο προσδιορίζεται από τη λύση 
της εξίσωσης: 
Μο το) 


Ανάλογα µε το πόσες λύσεις (ως προς 
Σηµεία της 6, χ) έχει Π παραπάνω εξίσωση καθορί- 


᾿ ζονται Και τα κοινά σηµεία των ος, 
µε µια ευθεία 


γ 


Κάθε οριζόντια ευθεία µε εξίσωση 
ΥΞΥι ἔχει µετη 6,, σηµεία τοµής 
µε τετµηµένες τις λύσεις της εξίσω- 
ος εκλ. 


Αν π παραπάνω εξίσωση είναι αδύνατη, τότε δεν υπάρχουν σηµεία τοµής. 
Κάθε κατακόρυφη ευθεία Χ-κι, αν τέμνει τη Ο-, την τέμνει σε ένα µόνο 


σηµείο µε τεταγµένη Υ-- Ε(αι). 


ΠΟΥ ΤΕΜΝΕΙ Η ΚΑΜΠΥΛΗ Ε 
ΤΟΥΣ ΑΞΟΝΕΣ 
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Στο διπλανό σχήμα φαίνοντα! Οἱ γραφικές παρα- 
Σχετική θέση στάσεις δυο συναρτήσεων Υ - Ε(κ) και γ-σ(κ). 


των6,ς Οι τετμηµένες των σημείων τοµής είναι οἱ λύσεις 
τής . 
της εξίσωσπς. 


ε(κ)- σ(κ) 


Παρατηρήστε ότι: 


"για κάθε κ ε(α,β)’(Υ,-οϱ) π 6, βρίσκεται πάνω από τη Ο, ὅπλα- 


δή ισχύει: Ε(κ)5 οκ) 


Σγια Κάθε χε(--οια)ῶ(β.Υ) Π 6, βρίσκεται κάτω από τη Ο, δηλαδή ισχύει: Γ(κ)« ία). 


Επομένως, για να προσδιορίσουµετα χ εξ. γιατα οποία η γραφική παράσταση της {βρίσκεται πάνω 
ή κάτω από τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης 6 λύνουμε τις 


ανισώσεις Ε(α)Σ σ(κ) ή Ε(κ) « (κ) αντίστοιχα. 


Στο διπλανό σχήµα φαίνεται η γραφική παράσταση 
Ο, µιας συνάρτησης { µε τύπο Υ - Ε(α) και η 
Σχετική θέση ευθεία ΥΞι. 
οριζόντιας »Ἡ ϱ βρίσκεται πάνω από την ευθεία ΥΞ-Υι για κάθε Χ που ανήκει στην 
ευθείας ένωση των διαστημάτων (α.β).(γ,-ο). 


μετης Ενώ βρίσκεται! κάτω από την ευθεία ΥΞ- γι για κάθε χ που ανήκει στην ένωση 
{ 


των διαστημάτων (--ο,α).(β.Υ) «Δηλαδή Εί(κ)Σ γι Ξκε(α,β)’(γ. ο) 
Ε(κ) «γι «Φχε(-οοια)ώ(β.Υ) 


Λυμένα παραδείγματα 


Ποια είναι τα Κοινά σηµεία της γρα- Πού τέμνει η 6, τον άξονα χΧ'χ αν 


φικής παράστασης της Εί(κ)- ημχ µε τον ε ( ) 38 
χ)----ι 
πχ χ; - 6χ--9 , 
ση Λύση 
γ-θςεί(α)-0«Φημκ-0Φκ-κπ,ιΚεζ 3 
[ Η συνάρτηση { µε τύπο Είχ)--ς--τ----, έχει 
γ Χ΄ --6χ-κο 
1 Πεδίο ορισμού Α. -Κ--ἴ3) και είναι 
σπ-π ΝΟΕ πχ γ-θ θεία -ος-, ὁ--«Ξος2-0 
Χ΄ --6χ--ο 
ασε] 


που είναι αδύνατο. 
Άρα τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης µε | Άρα, π γραφική παράσταση της { δεν τέμνει τον 


τον άξονα Χ΄χ είναι τα σηµεία Μ(Κπ.0),Κκεζ. | άξονα χχ. 


Α9 
Β10 


--- Που τέμνει η καμπύῆῃπ {« τους άξονες 


Η γρ. παράσταση 6, φαίνεται στο σχήμα. 


Το σχήµα κάτω παριστάνει την καμπύ- 
λη µε εξίσωση γ --{(ακ). Πόσες λύσεις έχει 


π εξίσωσπ {(κ)-θ. 


Λύση 

Παρατηρούμε ότι π γραφική παράσταση της { τέ- 
μνει τον άξονα χ’Χχ σετρία σηµεία, επομένως η 
εξίσωση {(κ)--0 έχει τρεις λύσεις. 


4] Έστω η συνάρτησης { µε τύπο 


χε]. χ«0 
{(σ)- 
ο. χ20 


Να βρεθούν τα σηµεία τοµής της ϱ, µε 
τους άξονες χ΄χ και ΥΥ. 

Λύση 

θέτουµε χ -- 0, οπότε Ε(0) --ε'. Άρα το σηµείο 


τοµής µε τον άξονα ΥΎ είναι το (0, 1). 


θέτουµε;: Ε(χ)Ξ0«χε[Ξ0«κ---Ι. Άρατο 
σηµείο τοµής της Ο, µετον άξονα Χ΄Χ εἶναι το 
(-1.0). Η εξίσωση α” -040, είναι αδύνατη. 


Στο σχήµα φαίνεται! Π γραφική παράσταση της συ- 
νάρτησης ἴ. 
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Να βρεθούν τα χεξ ώστε Ππ γραφική Α10 


παράσταση της συνάρτησης { µε Β11 
ε(κ)-- ῥπ(2-. 6”) να είναι: 

α. πάνω από τον άξονα χ’χ 

β. κάτω από τον άξονα κχχ. 


Λύση 


Θυμηθείτε ότι: 
«/(ΠΙΧΣΟ«2ΧΣΙ 
.εθ«χΧι«ΣΧ, «9 {ΠΧ «{Πσ, 
.Χι«Σχ, Φα” «αἲ,α»λ! 
.(π1Ξ0 


.α-ἱμεα-θ 


α. Ἡ 6, βρίσκεται πάνω από τον άξονα ΧἘΧ, για 


τα στοιχεία Χ εξ για τα οποία ισχύει: 


{(κ) 505 Μπ(2--εἴ)σ0 5 {πί2--ο)) 5 ῥηῖ «5 
«2-6. σδ]9σε «1-σ «» 

«κςῦο 

β. Η Ο, βρίσκεται κάτω από τον άξονα Χ’Χ, για 


τα στοιχεία Χ ΕΚΕ για τα οποία Ισχύει: 


Ε(κ) «05 (π(2--εἳ)«0-- ἐπὶ 
«2-6 «ἰ«5εἳ »1-σἳ 
«ΦΧ20 


ΠΟΥ ΤΕΜΝΕΙ Η ΚΑΜΠΙΛΗ Ε 
ΤΟΥΣ ΑΞΟΝΕΣ 
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Να βρεθούν τα Κοινά σηµεία των γρα- 
φικών παραστάσεων των συναρτήσεων { και 
6 µε τύπους: 

{(κ)-χ-.8 και σ(α)-4χ-5 


Λύση 
Είναι: 


Ε(κ)-ο(κ) κ) «δ-δχ ιδ 


Φχ) -4χ 2-0 Φκ-ι1ήχκ-3 


Άρα τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσε- 
ων των { και ϱ είναι τα σηµεία: 


(1 ε(ι)) -(1:9) και (3,Ε(3)) -- (3.17) 
ή (1 σ(1)) --(1.9) και (3,53) -- (3.17) 


Παρατηρώντας το σχήµα να προσδιο- 
ρίσετε τους πραγματικούς αριθμούς α Και β. 


Λύση 


Η ευθεία έχει εξίσωση ΥΞλκ--μ., τα σηµεία το- 
µής της ευθείας και της συνάρτησης Υ --ε(κ) 
είναι τα (1,--1), ία, β) άρα, ισχύουν: 
λεμςξ-] και -2λ:0--μ 

από τις οποίες παίρνουμε: µΞ--2,λΞ. 
Ισχύουν: 
β---α΄ και β-α--2 οπότε: 

-α--α-δ«α -α-2-θ«α-],α---2 
και επειδή α «0 θα είναι α---2. 
Εποµένωςκαιῇβ--2-2--4. 
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5] Το διπλανό σχήµα παριστάνει τη γρα- 
φική παράσταση της συνάρτησης Υ -ε(κ). 


Πόσες λύσεις έχει η εξίσωση 2{(κ)--3. 


Λύση 


3 
Είναι2{(χ)- 35 Ε(κ)- -ν Παρατηρούμε ότι Π 


᾿ 3 : . 
ευθεία Υ - : τέμνει την «, σε τέσσερα σηµεία. 


Οἱ τετµηµένες των σημείων αυτών είνα! οἱ τέσ- 


σερις λύσεις της εξίσωσης 24(κ)--3. 


9] Το διπλανό σχήµα παριστάνει τη γρα- 
φική παράσταση της συνάρτησης 


γς{(κ)-2. 


Πόσες λύσεις έχει Π εξίσωση {(κ)-ὐ. 


Λύση 

Ζητάμε τις λύσεις τις εξίσωσης Ε(κ)--0 που εἰ- 
ναι Ισοδύναµῃ µετην Ε(κ)--2----2. Παρατηρού- 
µε ότι η ευθεία Υ----2 έχει ένα µόνο σηµείο το- 
µής µε την γραφική παράσταση της συνάρτησης 
ΥΞΕ(κ)--2, ρα η εξίσωση Ε(κ)-0 έχει µια 
µόνο λύση. 


---- ΠΟ τέμνει η καμπύῆῃπ {« τους άξονες 


Β3 Έστω η συνάρτηση {[ µε τύπο 


Α9 
Β8 
Β10 


{(α) --|κ-ι. 
Να βρεθούν οἱ τιµές του Χ για τις οποίες η 
γραφική παράστασπΟ, βρίσκεται πάνω από 


την ευθεία ΥΞ2. 


Λύση 

Αναζητούµε τα χ για τα οποία ισχύει: 
{(κ)»29ίκ-{522κ-ίς-λήσ-ἶἰ»52 
ΦὌκχς-Ι[ήκ»3 


Για πο]ες τιµές του χεξ ηΠ γραφική 
παράσταση της συνάρτησης { βρίσκεται! 
πάνω από τη γραφική παράσταση της συ- 
νάρτησης 6, όταν: 


ἱ. ἕ(α) - 26 -3 και σ(κ)--εἲ -2 


Π, (απ) - κ) --2χ--4 και σ(χ)- --χ-ά 
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Λύση 
Ι. Είναι, 
Ε(κ)Σ (κ) 26 - 356-296 51 
Φε Σ6 «κ»0 
άρα, για Κάθε χ ε(θ,-οο) π Ο, είναι πάνω 


απότη ςἉ,. 
Π, Είναι, 


Ε(κ)Σο(κ) κ) -2χι4»- κά «κ -2χ50 
«σχ(κ2 3) 50θ«σχίκ- «λ)(ίκ «150 


οπότε, για κάθε κ ε([-ψ».0)ώ(93.-ο9) ισχύει 
Γαία, 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ56. Να βρείτε τα σηµεία στα οποία τέµνε! 


τους άξονες χ’χ και ΥΥ π γραφική 
παράσταση της συνάρτησης 


Ε(κ)- ε- -α)(α” -4} ς 
Γ57. Δίδεται Π συνάρτηση { µε 


ος -ο]αξ. 
Ποια είναι τα σηµεία τοµής της γραφικής 
παράστασης µε τους άξονες. 


Γ58. Πού τέμνει π 6, τον άξονα Χ'χ αν 


Γ59, Έστω Π συνάρτηση { µε τύπο 


Γ(χ)-ικ-! 
Να βρεθούν οι τιµές του Χ για τις οποίες 


π γραφική παράσταση ϐ, βρίσκεται πάνω 


από την ευθεία Υ:5. 


Γ60.Να βρεθούν τα χεΚκ ώστε π γραφική 
παράσταση της συνάρτησης { µε 
{(κ)-- ῥπ(1--εὖ) να είναι: 
α. πάνω από τον άξονα χκχ. 
β. κάτω από τον άξονα χκχ. 


Γ61. Να βρεθούν τα διαστήματα στα οποία ῃ 
γραφική παράσταση της 


κ2--2 
σι η: -δχ βρίσκεται: 
6 


ἱ. πάνω από τον άξονα Χ'χΧ, 


Π. κάτω από τον άξονα Χ’'χ. 
(βλ. ασκ.Β.128) 


ΠΟΥ ΤΕΜΝΕΙ Η ΚΑΜΠΥΛΗ Ε 


ΤΟΥΣ ΑΞΟΝΕΣ 
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Να εξετάσετε αν οἱ γραφικές τους τέμνονται. 


Γ62. Να βρεθεί σε ποια σηµεία Π γραφική πα- ὅ οᾱ--. 


ράσταση της Ε(κ) -- ῥη[ῤπ(κ2--χκ-ε)] 
τέμνει τον άξονα Χ’Χ.. (βλ. ασκ.Β.136)  Γ65. Να βρείτε τα σηµεία τοµής της γραφικής 


; : οκ π μ7 5 

Γ63. Για ποιες τιµές του Χ η γραφική παράστα ος ο - χα 
χἶἰ χΧ΄ κ 

την διχοτόµο της Ίης - Άπς γωνίας των 


αξόνων. (βλ. ασκ.2, σελ.88) 


με 
σητης συνάρτησης {(κ) --|κ--3ἱ βρίσκε- 
τα! πάνω από την γραφική παράσταση της 


ο(κ) -|κ--2|-ς|κ]; (βλ. ασκ.9, σελ.60) 


Γ66. Να βρείτε τα σηµεία τοµής των γραφικών 


Γ64.Ι. Για ποιες τιµές του Χ π συνάρτηση ; , 
παραστάσεων των συναρτήσεων µε τύ- 


{(κ)--|όχ--6ἱ βρίσκεται μεταξύ των πους: 
ευθειών ΥΞ2 και ΥΞ5; πο ππεετε και α(κ) -Ι--2κ 
(βλ. ασκ.7, σελ. 59) (βλ. ασκ.8, σελ.86) 


Π. Να βρείτε τις ακέραιες τιµές του κ 
ώστε η ευθεία (ε):ΥΞ-Κ να τένει [67 
συγχρόνως τις συναρτήσεις: 


ε Να βρείτε τα σηµεία τοµής της ευθείας 
γΞ2 µε τη γραφική παράσταση της συ- 


. ο 
(οι): Υ-- κ΄ «2κ3 και νάρτησης Ε(κ) -- ημχ--νσυνχ . 


(βλ. ασκ.8, σελ.37) 


τς 
ο ρλτονς αριεας ο) 
ο” 5 Ομοίως αν 


ΠΙ, Έστω οἱ συναρτήσεις { και 6 µε τύπους ο. 
{() (κ) -.2κ--2) και γζ]. 
ε(κ)Ξ κκ] κα ε(κ)Ξικ-μΙ (βλ. πχ. σελ. 112) 


Γ.9 Βοηθητικός πίνακας 


Προσδιορίζουµε αρκετά σηµεία του επιπέδου χουν από τα οποία διέρχεται Π καμπύλη της γραφικής 


παράστασης, θέτοντας στον τύπο Υ --Ε(κ) της συνάρτησης συγκεκριμένες τιµές της αναξάρτητης 
μεταβλητής χ. 


1 »γι Είσαι) Μι (Χι.Υι) 
ο. τα) »Μ,(Σ,,Υ)) 
ΧΞΧ, -»γ, Ξἔίκι) -»Μ.(α.,γ1) 


ΧΞΧ, -»Υ,Ξ{(σα,)-»Μ,(α,.Υ,) 


Με µορφή πίνακα έχουµε: 


πε σπππεεη 
εππππεσπσ πμεσ 
ο [Μαιν ΓΜβρνο [δω] Μα. 
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Γ.10 Γραφική παράσταση 


ο Τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης { πετυχαίνουµε σε πάρα πολύ στοιχειώδες 
10 ο τς . ο : ἡ : 
. επίπεδο (πρώτες τάξεις του γυμνασίου) µε τη βοήθεια ενός πίνακα τιµών. 


συνάρτησης 


όταν 


Χα 
Ένα δεύτερο επίπεδο (πληρέστερης μελέτης) αποτελούν τα στάδια-βήματα που προή- 
γήθηκαν (πρώτες τάξεις του Λυκείου) και το τελευταίο επίπεδο (πλήρους 
μελέτης) πετυχαίνουµε µε την βοήθεια των ορίων και των παραγώγων. Κάνουμε στη συνέχεια µια αναφορά 
στο θέµα του όριου συνάρτησης ώστε να αντιληφθούμε καλύτερα τη γραφική παράστασῃπ των στοιχειωδών 
συναρτήσεων που ακολουθούν χωρίς βέβαια σ᾿αυτή τη φάση να μπορούμε να υπολογίσουμε τα ακριβή όρια 
που είναι άκρως απαραίτητα για την πλήρη γραφική παράσταση. 


Πα την “τοπική” µελέτη µιας συνάρτησης {, ενδιαφέρον έχει Π συμπεριφορά 
της συνάρτησης γύρω απο κάποια θέση χ, (δηλαδή όταν το Χ βρίσκεται πολύ 
κοντά στο Χρ) ή στο --οο ήστο --ο. 


η 
χΧ΄ --ἶ 
Θεωρούμε τη συνάρτηση { µε τύπο: το. σεξ] 


Η παραπάνω συνάρτηση δεν ορίζεται για χ-- 1, όµως μπορούμε να βγάλουμε 
κάποια συμπεράσματα για τη συμπεριφορά της γύρω και πολύ κοντά στη θέση 
χΞ 1. 


Παρατηρούμε ότι: 
Αν το Χ πλησιάζει το 1 από τα αριστερά, το {ίΧ) πλησιάζει τον αριθµό 2 µε 


{(κ) «2. Τότε γράφουμε [πι πα 
Αν το Χ πλησιάζει το 1 από τα δεξιά !το {{Χ) πλησιάζει πάλι τον αριθµό 2 µε Ἐ ος) » 2.Τότε γράφουμε 
Ἠπῃ Ε (α) Ξ2.. Συμπερασματικά λέμε ότι, 


χ-] 


το όριο της { όταν το Χ τείνει στο | είναι το 2, και συμβολικά 


γράφουμε: Ππις(κ)-2. 
Χ-»] 


Γενικότερα, ο συμβολισμός [πι Γ{Χ) -- ῥσηµαίνει ότι όταν το Χ παίρ- 
Χ-»χρ 


Νε τιµές Κοντά στο Χρ , τότε το Πχ) παίρνει τιµές κοντά στο {εκ. 


Παρατήρηση: 

Απο τη γραφική παράστασῃ µιας συνάρτησης είναι φανερό οποιοδήποτε όριο 
της. 

[ια παράδειγµα στο διπλανό σχήμα παρατηρήστε ότι: 

Παρα] --ὖ, κ) Ξ-1, 


ο. 


πι κι Ὅ πΕί -υ 


πο] 


Παρατηρήστε ότιτα - 2,- 1,3 ανήκουν στο πεδίο ορισμού Ατης {, ενώ το 2 δεν ανήκει στο Α, αλλά υπάρχουν σηµεία του 
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Ακοντά στο χΞ 2. 


: : ; 1 
Όρια όπως μπι πα, Επι ῇ (κ) ,δεν έχουν νόημα, αφού για τους αριθμούς το και 4 που δεν ανήκουν στο 


Α, δεν υπάρχουν και σηµεία του Α κοντά σ’αυτά. Εποµένως,αν { είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισμού Α, τότε το 
όριο της { στο Χο έχει νόημα αν: 


το Χρ ανήκει στο Α Και υπάρχουν σηµεία του Α Κοντά στο χ,. 


το Χρ δεν ανήκει στο Α, αλλά υπάρχουν σηµεία του Α Κοντά στο χο. 
Τα παραπάνω συμβαίνουν αν το Χρ είναι τουλάχιστον ανοικτό άκρο του πεδίου ορισμού της {. 


Εφαρµογή: 


: ; 1 
θεωρούμε τη συνάρτηση ἔµε Ε(Χ)Ξ ππη 
πες 


Αν το χ βρίσκεται πολύ κοντά στο 1 (οπότε και ο παρονοµαστής είναι 


ένας αριθµός κοντά στο Ο), τότε Π { θα λαμβάνει οπωσδήποτε πολύ 
µεγάλες τιµές κατ’ απόλυτη τιµή. 


Ειδικότερα ,αν το Χ βρίσκεται πολύ κοντά στο 1 καὶ είναι χ2 1(ο 
παρονοµαστής είναι ένας αριθµός κοντά στο 0 θετικός), τότε οἱ τιµές 


της { θα είναι πάρα πολύ μεγάλοι θετικοί αριθμοί. 


Λέμε τότε ότι : 


“ῃ { έχει όριο το --οο, όταν το Χ τείνει στο ] απο τα δεξιά ” και 
γράφουμε : 

; 1 

Ἡπῃ -------- -- -οο 

κο κ--ἶ 
Αν το χ βρίσκεται! πολύ κοντά στο 1 και είναι χ«« 1({ ο παρονοµαστής είναι ένας αριθµός αρνητικός }, τότε οἱ τιµές 
της { θα είναι αρνητικές. Λέμε τότε ότι : 
π π [ έχει όριο το --οο, όταν το Χ τείνει στο ] από τα αριστερά " και γράφουμε: 


Τα όρια πι Ε(κ)., Ιπι (κ) ονομάζονται πλευρικά όρια της {στη θέση χ-- 1. 
πο-θαε” 


κ Ιν 


Αν ένα τουλάχιστον απο τα πλευρικά όρια µιας συνάρτησης στη θέση Χυ εἶναι άπειρο (1:59) τότε η γραφική 
παράσταση της { έχει κατακόρυφπ ασύμπτωτη την ευθεία µε εξίσωση χἜ χο. 


Για τη συνάρτηση Ε ( ) Ξ σι που έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία χ--], τα πλευρικά όρια ερμηνεύονται 
σα- 


γραφικά στο διπλανό σχήµα.. 
Άν τα πλευρικά όρια µιας συνάρτησης {σε κάποια θέση Χ-- Χρ είναι ίσα, τότε λέµε ότι υπάρχει το όριο της { στη θέση 


Χ”-Χ, το οποίο συμβολίζουμε µε [πι Ε ( Ἰ 


Χ-»Χῃ 


---. γραφική παράσταση 


1653 ---- 


Τότε ισχύει: Ππι Γ(χ)-- Ππι Γ(κ)-- Ππι Ε(χ) 
Χ-οχρ. Χ-λχρ Χ-χρ 

Αν τα πλευρικά όρια µιας συνάρτησης { σε κάποια θέση Χ--Χ, δεν είναι ίσα, τότε λέμε ότι δεν υπάρχει το 

όριο της { στη θέση χΧ Ξ χ 


0 
τρ ισχύει [πι Ε(Χ) -ε Ππι Γ{κ),οπότε συμπεραίνουμε ότι το όριο της { στη 
ος --- ΧΙ Χ-»Ι” 


Για τη συνάρτηση Γ(Χ)- 


θέση χΞ- 1 δεν υπάρχει. 

Παρατήρηση: 

Τα σύμβολα οσο και --οο μπορούμε να τα "χειριζόµαστε” σε αρκετές περιπτώσεις ως “αριθμούς” µε τα 
πρόσηµά τους να παίζουν τον ἰδιο ρόλο µε αυτά των αριθμών. 

Όλες οἱ πράξεις μεταξύ του -Ἔοο και πραγματικών αριθμών ( εκτός του µπδενός ) ορίζοντα! µε προφανή 
τρόπο. 


Ισχύει για παράδειγµα, 
(1ϱ)--2002 - -οο, (--ϱ)--1960 -- ---ο, (--2):{-0)---ο, 


Υπάρχουν όµως και πράξεις που δεν είναι επιτρεπτές. 
Αυτές είνα! οἱ : 


τος (-οϱ)-ε(.ϱ), (10ϱ)--(.10ο), 0. (3909). (199). 1”, 0” 


ποο 


. : 0 ος : : : : ; 
ο1 οποίες µαζί µε τις π αποτελούν τις απροσδιόριστες µορφές που θα μελετήσουμε σε επόμενα 


κεφάλαια. 


μα. 
θεωρούμε τη συνάρτηση { µε {(κ) Ξ-- «Όταν ο παρονο- 
Χ 


µαστής είναι μεγάλος κατ’ απόλυτη τιµή , δηλαδή όταν το χ 
τείνει στο --οο ή στο --οο, τότε Π τιµή της { βρίσκεται πολύ 
κοντά στο 0. 


: ; ο | 
Γράφουμε τότε: πι ---0. Ιπι--Ξθ0. 


κ-δΊοο Χ κ-λ-ο Χ 


Γραφικά αυτό σηµαίνει ότι η {, έχει στο --οο Και στο --οο, οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία 

ΥΞ 0. (βλ. σχήµα ). 

Επειδή {{) 2 0 όταν χτείνει στο --οο, Π καμπύλη προσεγγίζειτην Υ -- 0 απο “πάνω” στο --οο. Οµοίως επειδή {{Χ) 
«0 όταν Χτείνει στο --οο , Π καμπύλη προσεγγίζει την Υ Ξ- 0 απο “κάτω” στο --οο. 


Γενικότερα , αν για µια συνάρτηση { ισχύει : [πι Γ(χ)ΞΚΕεΚ η πι Ε(Χ)ΞΚΕΚ τότε η 6, έχει 


κ---ορ 


οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία Υγ Ξ Κ στο --οο ή στο -- αντίστοιχα. 


Σχόλιο 


Αν πι Ε(κ)---οο η ἥπι Ε(Χ) --ΞΕοο τότε η {,δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο -οο ή στο ---ο, αντί- 


Χ--οο χΧ----οο 
στοιχα. 
Είναι δυνατό µια συνάρτηση να έχει οριζόντια ασύµπτωτη µόνο στο --οο ή µόνο στο --οο ή να έχει διαφο- 


ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 
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ρετικές ασύµπτωτες στο --οο Καὶ στο --οο ή καὶ την ίδια. 
Από τον παραπάνω ορισμό συμπεραίνουμε ότι αναζητούμε τις κατακόρυφες ασύµπτωτες συναρτήσεων στα 
ανοικτά άκρα του πεδίου ορισμού εκτός των -οο. ο 1 


-- 


1 : 
έχουμε : 


π.Χ. Για τη συνάρτηση Ε(κ) - πισπῃ , ο ορος η 


Ιπι Γ(Χ) -- --σο καὶ Ιπη Γ(Χ) ----σο και [πι Ε(κ)---οο . 


σου Χ-»2 ο] 


και πι Ε(α)---ο 


Χ-»--Ι) 


Άρα οι ευθείες χΞ- 2 και χ- - ἶ είναι κατακόρυφες α- 


σύμπτωτες της. 


Επίσης είναι πι {(κ)Ξ0. και συνεπώς η ευθεία Υ - 0 


είνα! η οριζόντια ασύµπτωτη της {, στο --οο Καὶ στο --οο. 
Με τη βοήθεια Και µόνο των παραπάνω ορίων κάνουμε µια 


αρκετά ικανοποιπτική προσέγγιση της γραφικής παράστασης της { όπως φαίνεται στο σχήμα. 


Με τη βοήθεια του παρακάτω θεωρήματος διευκολύνεται ο υπολογισμός ορίων (άλγεβρα ορίων]: 
Αν τα όρια πι Γ(Χ) και πι σ(χ) υπάρχουν και είναι πραγματικοί αριθμοί τότε: 


η (ες) ο) Ξ Ππι Ε(Χ)-- Ηπι σ(χ) πι (κε) Ξ Κ Ιπι Ε(α),Κεξς 


Ππι (Γ(α) :σ(κ)) -- Επι Γ(α): Ππα σ(κ) πι (Ες) Ξ πι (ο) νενΝμεν»2 


πε) ιο 


Ξ το -----, Ππισ(χ)-0 Ἠπῃι /Ε(Χ)|Ξ! Ππα Εκ) 
Χ--»χρ (κ) . πι ϱ(κ) Χ-»χρ Ππι] | Χ- Χρ 


Ππα ο) Ε(α) Ξ "πι Ε(κ) µε Ε(κ)20 κοντά στοχ,, νενΝμµεν22. 


Υπολογισμός Αν οι τιµές µιας συνάρτησης αυξάνονται! απεριόριστα όταν το χ αυξάνεται απεριόρι- 
στα, λέμε ότι το όριο της συνάρτησης στο -« οο εἶναι ΤΟ --οο Και γράφουμε συµβο- 
ο, λικά: πι Γ{κ)--οο.. οιτιµές της Εαυξάνονται οιτιµές της ΓΕ μειώνονται 


Χ-»-οο , , 
ρ : 2 απεριόριστα απεριόριστα 
ολλ λ1 ο Αν οι τιµές µιας συνάρτησης ολα λν 
όταν μειώνονται απεριόριστα 
όταν το χ αυξάνεται απεριό- 
Χ - Ἔοο "παν η 
ριστα , λέμε ότι το όριο της 
συνάρτησης στο -ς«οοεί- 


Ναι το --οο και γράφουμε 


ἥπι (κ) ---ο. 


Χ---γοο 
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Αν οι τιµές µιας συνάρτησης αυξάνονται απε- οιτιµέςτης Γαυξάνονται οιτιµές της Ε μειώνονται 
ριόριστα όταν το Χ μειώνεται απεριόριστα, λέμε απεριόριστα απεριόριστα 

ότι το όριο της συνάρτησης στο --οο είναι 

το «οσο και γράφουμε συµβολι- 

κά: πα Εκ) ----οο. 

Αν οἱ τιµές µιας συνάρτησης μειώνονται! α- 

περιόριστα όταν το Χ µειώνετα! απεριόριστα, 

λέμε ότι το όριο της συνάρτησης στο 


--οο εἶναι το --οο Καὶ γράφουμε συµβολι- Μπι Ε(κ)--ησο Μπι Γ (κ) ---ο 


κ--οο αλ 
κά: Ίσα Ε( ]Ξ- --ο 


Όρια βασικών συναρτήσεων στο άπειρο 


Ανν άρτιος  Ππι Χ” Ξ -γοο 


Χ--»0ο 


Δυνάμεις του χ 
νΝΕΝ” Αν ν περιττός: πι χ’ -- ο 


κ--λ-οο 
Αρνητικές δυνά- 
Στον διπλανό πίνακα δίνουµε  |μεις του Χ. όπου 
τα όρια στο «-οο και --0 ΕΙΝ 


βασικών συναρτήσεων. Πραγµατικές 
δυνάµειςτου χ, 
όπουα2θ 


Ἐκθετικά όρια 
Αν θ-ας]: πια -0 


Χ-»σο 


Λογαριθμικά Αν αξ{1: Ππι]ορ,χς σος ΠΠ] 108, Χ-- --οο 


Χ--» γαρ μα, 


Χ- 10 


όρια Αν θ-ςας1: Ππι]ος,χς--ο, Ππι]ος, ΧΞ οσο 
κ-»0” 


Σχόλια 

1. Αν γνωρίζουμε τις γραφικές παραστάσεις των εκθετικών καὶ λογαριθµικών συναρτήσεων δεν είναι 
απαραίτητο να απομνημονεύσουµε τα αντίστοιχα όρια που αναφέροντα! στον παραπάνω πίνακα. 

2. 0 υπολογισμός των ορίων στο άπειρο γίνεται µε τοὺς ίδιους κανόνες (σελ.21 1) µε τους οποίους υπολογ/- 
ζουμε όρια σε πραγµατικό αριθµό, εφόσον οἱ “οριακές πράξεις’ που παρουσιάζονται είνα! επιτρεπτές, 

3. Θυμµίζουµε τις µῃ επιτρεπτές πράξεις που σχετίζοντα! µε το -οο. 


τν (ο), (5ἳ) 159) ο-1.), (ο) νο” 


4. Επίσης, πρέπει να γνωρίζουμε ότι για τα όρια στο άπειρο πολυωνυμικής συνάρτησης ο όρος που 
“αποκλίνει γρηγορότερα” στο άπειρο είναι ο µεγιστοβάθμιος όρος, οπότε για να βρούμε το όριο πολυω- 
νυµικής συνάρτησης αρκεί να βρούμε το όριο του µεγιστοβάθμιου όρου της. 

9, [α συμπεράσματα των προηγούμενων σταδίων - βημάτων μελέτης (Γ1 - Γ10 ) δίνουν την καμπύλη 
της γραφικής παράστασης της { δηλαδή την ϱ, όπως συνηθίζουµε να την συμβολίζουμε. 


ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 
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Λυμένα παραδείγματα 


σι] Να υπολογιστεί το Μπι [{α ), αν 


(ω-- χ΄ --2κ-- οσα. 1) 
ϱἳ χ)--ᾱκ 

Λύσπ 
Μετά το διαισθητικό - γεωμετρικό τρόπο ορισμού 
είναι φανερό ότι στις περιπτώσεις που το Χῃ εἶναι 
σηµείο του πεδίου ορισμού µιας συνάρτησης (για 
μονού τύπου συναρτήσεις) ο υπολογισμός του ορίου 
θα γίνεται µε απ’ ευθείας αντικατάσταση του Χ µε το 
Χῃ στον τύπο της συνάρτησης και στη συνέχεια 
εκτέλεση των επιτρεπόµενων πράξεων. 
Έτσι θέτουµε όπου χ το 2 και έχουµε: 


κ΄ --2χ--2007(κ--1) 


2 
κ΄ --Ἀχ. 
χ-»2 6 


21 -.2:2--2001(2--1) 


33. 3.3 
6 


Λύση 
α. Θέτουμε όπου χΧ το 1 και έχουµε: 


πα (κ ον πο κα -ρ 
β. Οµοίως: 
Ππη]η (2--οἳ) -- Ηπη]π(2--α”) --ΙπΙ--0 


γ. Επι (2ημ΄κ 4) -2ημµ΄0344-03-4--4 
κ-»θ 


2 
δ Χ΄ 1-2 11-21 
χ-»0 χ--ἶ 0-1 
χ 2 .ανχς2 
κ) Αν Γ(α)τἡ κἲ ὀχκ4 
,.ανχ»22 
χ-Ι 


να υπολογίσετε τα όρια: 
α. ΠπιΓ (ς) και 
Λύσπ 

Αν ο τύπος της συνάρτησης έχε! κλάδους, (πολλα- 
πλού τύπου συνάρτησΠ), τότε για να υπολογίσου- 
µε το όριό της , στη θέση αλλαγής των κλάδων , 


υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια στη θέση αυτή. 


α. Επειδή 0 «2, έχουμε: 
τη [() Ξ πα (κ 42) -07..2-2 

β. Το χ,Ξ2 είναι το σηµείο στο οποίο αλλάζει 
ο τύπος της {. 
Αν χ-»2.,τότε χ«2 και συνεπώς 

πι (κ) -- πι (κ -.2)-- 6 

Χ-»2. Χ-2. 
τότε χ 52 και 


3 9 
ην Τζο) Ξ Μη [5 ο. 3.214 


χκ-ο2 κ-2 χ-ἶ 2-1 


Αν χ-ρ2", 


Επειδή είναι ἥπι Ε(κ)- Ππῃ Ε(χ)-6, θα είναι 


χ-ο2 


και Ππιρ(κ)-6. 


--- γραφική παράσταση κ---------αααααααααπααααααπααπαπαπαπαπαπααπαπαππαπαπαππππππππππππκκκα  {ϱ {κα 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ68. Ποια από τις συναρτήσεις των οποίων τη γραφική παράσταση βλέπετε παρακάτω είναι γνησίως 
αύξουσα; 


ψ ψ ν ψ ψ 
0 0 
κ 0 Χ. κ. 0 Χ. 0 ὃς 
Α Β Τ Δ Ἐ 


Γ69, Με βάση το σχήµα να συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά: 
α. Το πεδίο ορισμού της { είνα! ΤΟ......-...ννννν ντι. 


β. Το σύνολο τιµών της { είνα! ΤΟ......... ντ νιννν 


γ. Η μέγιστη τιµή της { είνα! ..... νι .... καὶ Π ελάχιστη 


πΠΠΕΝΙ ντ. οταν κου 


Γ7ο0. Α. Με βάση το διπλανό σήµα να συμπληρώσετε τα κενά. 
αι α-. πι --- 
κ----ᾱ 
ο ο ο πα προ. 
κ-»--]τ χ-»-]. 


Υ. Απιβκ)-2 Απιε(χ)-Ι 
προς πο... 


Γ7ι. α. Συμπληρώστε τα κενά ώστε Οἱ παρακάτω µορφές να είναι απροσδιόριστες. 


--οο 


Π [δι νε ἆσο--(...), (-οϱ)--... 
β. Με βάση το διπλανό σχήμα να συμπληρώσετε τα κενά ψ 
Ἱαρίτ--.. Μαιίκ|-... 
δι --. απο -- 
χ-»2 --σο 
πα.» : .. 
πκρης ο ορ .-. σα ος 


ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 


Β4 
Β5 
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Γ72. Να υπολογίσετε τα επόµενα όρια; 
α. Ππη (κ --2)) οκ-τ) 


β. πι(κ) --οχ--7) 


χ-»ὶ 


ο 4χ,. χ-«1 
ο Τε αν ε(χ)- 
Υ. πες) ΑχΦΙ χ«Ι 
ο πο 

χο γχ --δ 


Γ73.Ναβρεθείο αςξ αν, 


Ππι(κ; -3αχ--α. 45) Ξ] 


χ-»2 
Γ74. Στο σχήµα πα- ν 
ριστάνετα! Π γραφι- 2 ο 


κή παράσταση κά- 


-- - 106 1 2 3 Χ 


ποιας συνάρτησης {. κ 


Να προσδιορίσετε -2 
(αν υπάρχουν) τα 3 
όρια: -4 


πι Ε (κ). ΙπιΓ (κ), πι Γ (κ) 


Γ75. Παρακάτω δίδονται! οἱ γραφικές παρα- 
στάσεις των συναρτήσεων { και 6. Να 
βρείτε τα πεδία ορισμού και τιµών τους. 


Μέρος Γ - Κεφάῆαιο 10 ---- 


Γ76. α. Να βρείτε το Κεξ ώστε το σηµείο 


Α(2.Κ) να ανήκε! στην γραφική παράστα- 


Χρ 


ση της Ε(κ)- β. Ναβρεπετο Κεβξ 


ος 
ώστε {1-4 όπου ο οκ. 

Υ. Να βρείτετο ΚΕΚ ώστετο σηµείο Α/1,2) 
να ανήκει στην γραφική παράσταση 


τα]- ο «δ) Να βρείετα α.βεξ ώστε 


τα σηµεία Α/1.5) και Β(0,3) να ανήκουν 


στη γραφική παράσταση της Ε(χ)Ξακγβ. 


Γ77. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται Π γραφική 
παράσταση της συνάρτησης {. Να συ- 
µπληρώσετε τις προτάσεις: 


Ἱ: 
Π, Το Σύνολο τιµών της { εἰναΙ: ...νννννωωνν εν ωνων 
ΠΙ,. Τα διαστήματα όπου Π { είναι αύξουσα εἰ- 


ν. Π [παροσιαζεμεγιστος 
ψἱ. Ἡ Γπαρουσιάζει ελάΧΙσΤΟ: ...ινιν νι ν εν ε κκ ενενον 
νΗ.Ποια από τα σηµεία Α(0,1), Β(3,-2), Π2,0), 
Δ(3,2), Ε(4,1} ανήκουν στη γραφική παρά- 
στασηπηα νο ο ο. 
νΗ].Π γραφική παράσταση της Γτέμνειτον χ’χ 
σπα ισῃ]εία:...-ννννες ὀτντετος εντος τντενεστντετο ο τστττο» 
ἴχ. Π γραφική παράσταση της Γτέμνειτον ΥΎ 
οπο σηµείθὲ τν τν ττνοτ ντερ ττε ο σττττ τντετο, 


--- βασικές  - στοιχειώδεις συναρτήσεις ----------ι κα Ἰ ϱ Ὁ --α 


Βασικές - Στοιχειώδεις Συναρτήσεις 
(σταθερή συνάρτηση) 


(ευθεία) 


. {(α)Ξακ-β, αβ-0 (ευθεία) 


ο 


. Ε([α)ξαχ’, αεξ (παραβολή) 

. Ε() Ξ αχ” «βΧ-ΕΥ. α-θ (παραβολή) 

ο ) αεξς (υπερβολή) 
(απόλυτη τιμή) 
(τετραγωνική ρίζα) 
(εκθετική µε βάση α) 


10. Ε(κ)Ξ]οβιχ. θ«α-1 ᾖ(λογαριθµική µεβάσηπα, θ«αγ! ) 


11. Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 


α) Εκ) -ημα β) Ε(κ) -συνκ Υ) Ε(κ)Ξ εφχ 
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1. (ο, «εξ 


. Πεδίο ορισμού: Β 

. Περιοδικότητα: 

. Συµµετρίες: Η συνάρτηση Τ είναι άρτια. Επομένως ηΠ ϱ, εἶναι καμπύλη συμμετρική µε άξονα 
συμμετρίας τον άξονα ΥΥ 

.«Σύνολο τιµών: Το μονοσύνολο {ο} 

.Μονοτονία: Η συνάρτηση { χαρακτηρίζεται σταθερή στο πεδίο ορισμού της. 

. 1-1: Ἡ συνάρτηση { δεν είναι 1-1 στο Α:ΞΚ 

. Ακρότατα: Ταυτίζεται το μέγιστο µε το ελάχιστο ίσα µε ο. 


γ'Υ: Στο σηµείο (0,9) 
. Που τέμνει Π Ο, τους άξονες: , ο 0-0 δεν τέμνει τον άξονα χ'Χ 
πχ. 


ανς-θ η (6, ταυτίζεται µε τον Χ'Χ 
. Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 
Η 6 είναι ευθεία παράλληλη στον άξονα χ’'χ. 


Ειδικά αν «--0 τότε είναι ο άξονας χ.χ. 


Σχόλιο 

Αν ο «0 π ευθεία είναι κάτω από τον άξονα χ’Χ. 
Αν «350 π ευθεία είναι πάνω από τον άξονα χ’χ. 
Αν «Ξ0 π ευθεία είναι ο άξονας χ.χ. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ78. 1. Να αποδειχθεί ότι Π συνάρτηση: Γ79. Δίνεται Π συνάρτηση { µε τύπο: 
Ε(κ)- 2{ημ΄χ-,συν κ)--2(συν'χ-εημ’κ) χ(κ) --Ι2χ325](κ--5) 
είναι σταθερή. (βλ. ασκ. Α41) σα κ -ᾱᾗ ιο. -οικ 


Π,. Να βρεθείο λΕεΚ ώστε η συνάρτηση 
α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 


β. Να αποδείξετε ότι π { είναι σταθερή 
στο πεδίο ορισμού της, 


{(κ) - ημγχ-εσυν΄Χ«λ(ημ΄χ-συν΄ϐ) 
να είναι ανεξάρτηση του τόξου Χ. 
(βλ. ασκ. Αδ.1) 


--- βᾳσικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις ---------ααααααακαακπαπκκπκκκκκπππππππ« Ἰ ᾖᾗἹ. -- 


2. {ίχ)-ασχ. αςεξ΄ 


1. Πεδίο ορισμού: π 

2. Περιοδικότητα: δεν παρουσιάζει 

3. Συµµετρίες: Η συνάρτηση { είναι περιπτή οπότε η Ο, είναι συμμετρική µε κέντρο συμμετρίας την 
αρχή των αξόνων Ο(0,0). 

4. Σύνολο τιµών: Γ 


Πο οτοτία: μι α«θ η Ε είναι γν. φθίνουσα στο Ε. 


ανα2»θη {είναι γν. αύξουσα στο Ε. 


6. 1-1: Η συνάρτηση { είναι 1-1 στο Α, -ΚΕ για κάθε αςεξ᾽ 
7. Ακρότατα: Δεν έχει ακρότατες τιµές. 


γ'γ στο σηµείο Ο(0,0) 
Χ'Χ στο σηµείο Ο(0,0) 


8. Που τέμνει η Ο, τους άξονες: | 


9, Βοηθητικός πίνακας: 
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Συντελεστή διεύθυνσης ή κλίση µιας ευθείας επ οποία διέρχεται! από την 
αρχή των αξόνων Ο(0,0) ονομάζουμε την εφαπτομένη της γωνίας ὦ που 
σχηματίζει ο θετικός ημιάξονας ΟΧ στρεφόµενος θετικά (αντίθετα µε τους 
δείκτες του ρολογιού) µέχρι να συμπέσει για πρώτη φορά µε την ευθεί 
(Σχ. 3). 


Τον συντελεστή διεύθυνσης, δηλαδή την εφω, συµοβλίζουµε µε λ.. 
Γράφουμε λ. Ξεφω-α. (Σχ. 3) 


Σχόλια 


Πἱ,. Ο άξονας χ’Χ είναι ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων 


Όταν α« 0 π γωνία ω είναι αμβλεία (σχ. 1) 
Όταν α 0 π γωνία ω είναι οξεία (σχ. 2) 


Όταν α«0 για δύο τιµές α-αι,α-α, µε αι«α, εἶναι ωι «ὦ, 
(βλ.σχ. 4). 
Όταν α 20 για δύο τιµές α-αι, α-α, µε αι «α, εἶναι ὦι «ῶ, 
(βλ.σχ. 5). 


(Σχ. 8) 


είναι γραφική παράσταση συνάρτησης µε εξίσωση γ-0-:κ δηλαδή 
ΥΞ0. και συντελεστή διεύθυνσης 0. 


Ο άξονας Υ'Υ είναι επίσης ευθεία που διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων, ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ έχει εξί- 
σωση κ-θ. και δεν ορίζετα! γΙ αυτήν συντελεστής διεύθυνσης. 

Γενικότερα δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης για οποιαδήποτε 
ευθεία κάθετη στον άξονα χ᾿’χ.͵, ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ και αν υποθέσου- 


0χ.5) 


ΥΞΕ(κ)-α.ιχ µεαι-θ,α,-θ εἶναι φανερό ότι τέμνονται στο 


σηµείο 0(0.0) και εἰδικά αν αι-α, Ξ --Ι τέμνονται κάθετα (βλ.σχ. 7) 


µε ότι διέρχεται από το σηµείο Μ/Χῃ.Υ0) έχει εξίσωση χΧ-χ, γ] | 

(βλ.σχ. 6). 
ο ΙΜ(Χωγο 

. ΟΙ γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων Υ-- Β(κ)-αιχκ Και | 
1 Χο Χ 

| 

| 

| 

| 


(Σχ. ϐ) 
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διαπιστώνουμε ότι παρά την συνεχή µεταβολή 


{α)τακ | ι ; | 
ν των μεταβλητών (ποσών) Χ, Υ το πηλίκο τους 
Ν {(ακ) πταικ µ μ 
- κα παραμένει σταθερό. 
- 4 
-α χ . ή έ 
νο Είναι λοιπόν η μαθηματική έκφρασπ των ΑΝΑ- 
. νο µεατα 1 ΛΟΓΩΝ ΠΟΣΩΝ. 
(Σχ. 


κ. ξ Το σταθερό αυτό πηλίκο ορίσαµε ως συντελε- 
ν. Από την | Νναμία . : ο ολὰ . - 
ο ας. στή διεύθυνσης ή κλίση της ευθείας µε εξίσω- 


πΟ γ; , 
Χ 


Λυμένα παραδείγματα 


των γωνιών, που σχηματίζουν ευθείες που Υ. Να βρείτε όλες τις δυνατές τριάδες συ- 


α. Να υπολογίσετε τις εφαπτοµένες Ὦµβ. Να βρείτε τις εξισώσεις αυτών των ευθειών. 


διέρχοντα!ι από τα σηµεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ νευθειακών σηµείων καὶ να αναφέρεται! 


µε τον θετικό ημιάξονα χ. κάθε φορά και την εξίσωση της ευθείας. 


0 2 3 4 5 6 7 δ 9ο 10 1Ἡἱ 12 19 14 Ἱδ 16 ΙΤ. 
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Λύση 


α. Η ευθεία ΟΑ (διέρχεται! από τα σηµεία Ο,Α) σχη- 
µατίζει γωνία έστω α µε τον θετικό ημιάξονα 


Οχ. Είναι εφα - . 


Με ανάλογο τρόπο ορίζουμε και τις υπόλοιπες 
ευθείες και αντίστοιχες γωνίες. 


1 5 10 
ΕΦΥΞΤΞΞΙ εφδ---ΞΙ 
5) ώ οι . 10 ἱ 


5 10 
εφες--Ξ5, εφζ--- --5 
ο ποσο 


2 
αφβ---Ξ-- 
9ῇ 10 


β. Οι εξισώσεις των ευθειών είναι: 


1 
κ. ΟΓΙΥΞκ ΟΕ:γ-5χ 


ΟΒ1Υ-σκ οΟΔδ:Υγ-χ ΟΖ:ΥγΞ5χ 


γ. Παρατηρούμε ότι τα σηµεία 0,Α,Β είναι συνευ- 
θειακά και βρίσκονται! επί της ευθείας µε εξί- 


σωση ο. . 
Επίσης συνευθειακά είναι τα σηµεία Ο,Γ,Δ 
(ΥΞ-κ) καιτα σηµεία 0,Ε,Ζ (Υ -5κ) 


Σηµείωση: Με οποιοδήποτε τρόπο µπορείτε να 
ελέγξετε αν τα σηµεία Β,[Γ,Ζ είναι συνευθειακά. 


ΑΙ 1 γωνίες ενός τριγώνου εἶναι ανάλο- 
γες µε τους αριθμούς 3, 4, 5. Να υπολογί- 
σετε τις γωνίες αυτές (σε μοίρες). 


Λύση 

Έστω Χ,Υ,Ζ Οἱ γωνίες του τριγώνου. Επειδή είναι 
ανάλογες προς τους αριθμούς 3, 4, 5 ισχύει 
κ σας 
πα οἱ 
γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο µε 180 μοίρες. 
Δηλ. ΧΕΥΕΖΞΊΙΒ0 


Είναι γνωστό ότι το άθροισµα των 


ΧΕΥΖ 180 
345 12 


Όμως ἅ-ἕ-- κ ᾖσδ, 
3 4 


-- 
5 
δω: 


15, 
3 4 
χ--4δο, Υ-605, 2-59. 


15, ο. καὶ τελικά είνα! 
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«Στο σχ.] δίνεται η γρ. παράσταση της 
σχέσης της ταχύτητας ενός αυτοκινήτου µε 
τον χρόνο για χρονικό διάστηµα 10 ωρών. 


Ι. Γνωρίζοντας ότι 1) -ᾱ στο ΣΧ. 2 να βρείτε 


ποια από τις ευθείες ε,ε,ιε, εκφράζει 


γραφικά την σχέση του διαστήματος µε 
τον χρόνο για την Κίνηση του αυτοκινή- 
του. 


3 10. (8) 


Π. Πώς μπορούμε να βρίσκουμε την ταχύτη- 
τα ενός κινητού από την γρ. παράσταση 


της συνάρτησης 5/8) αν 5(4)-α.. 


Λύση 

|. Από το Σχ.] παρατηρούμε ότι π ταχύτητα {9 έχει 
σταθερή τιµή σ’ όλη τη διάρκεια της κίνησης, Η 
σταθερή τιµή είνα! δΟΚΠΙ/Π. 


-- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 
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: - : ο Επομένως οἱ ταχύτητες των αυτοκινήτων, την κί- 
Άρα από τον τύπο υ-ὃμε-σο, ον ς ι 

υ νηση των οποίων Οἱ ευθείες ει.ε, εκφράζουν 
Προκύπτει ότι ὃ-5θι. γραφικά, είναι 8ΚΠι/ΊΠ, 16ΚΠι/Π αντίστοιχα. 


Οι ευθείες ε,,ε.,ε. εύκολα προκύπτει ότι παρι- 


στάνουν τις συναρτήσεις µε τύπους 5, (1) --δί, Σηµείωση: 

ο. α) Να µελετήσετε, πως μπορούμε γενικά µε γνω- 

(1) Ξ-16:, 5, {)-80Ε. Παρατηρούμε ότι Π ευ- ο ν. ο ο ον 
ι , . στό το διάγραμμα 1]--ι (όπως συνηθίζουµε να 

θεία ε, παριστάνει γραφικά την σχέση του δια- 


στήµατος µε τον χρόνο για την κίνηση του αυτο- 
κινήτου. 


αναφέρουμε στη Φυσική) να υπολογίζουμε το 
συνολικό διάστηµα που έχει διανύσει το κινητό 
κάθε χρονική στιγµή. 


. , δ[{ ' ι ; ; : : 
Ἱ) Αν σ(!) --α.ί εἶναι ( π- οπότε σταθερή β) Προσπαθήστε να βρείτε το διάστηµα που έχει 

υ διανύσει το αυτοκίνητο αφού έχει κινηθεί 3Η και 
ταχύτητα του κινητού σ’ όλη την διάρκεια της κί- να γραμµοσκιάσετε στο ΣΧ. 2 το τρίγωνο του οποίου 


νησης είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της ευ- . μας : 
το εμβαδόν αριθμητικά ισούτα! µε την τιµή του δια- 


θείας µε εξίσωση 5/4) --αἱ δηλ. Ὁ --α. στήµατος που υπολογίσατε. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ80. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις νων και από το σηµείο Α:2,-4). Τα 
των συναρτήσεων 


.. ρα σηµεία Β(--4,-5) και Γ(3,6) βρίσκο- 
ο κ βν- 2 ο ντα! πάνω στην ευθεία αυτή; 
3 
Μος το ο Γ84. Μια ευθεία διέρχεται από την αρχή των 
Γ81. Να εξετάσετε αν τα σηµεία: αξόνων και από το σηµείο Α/3.9). Να 
3 βρεθεί π συνάρτηση που έχει για γρα- 
ου. 5) (6.3) βρίσκονται πάνω φική παράστασῃ την ευθεία αυτή. 
ο ο ο ος Γ85. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,[Γ όπου 
1 
ος πιο, Α(::.-2). Β(2.4) και Γ(3.6) βρίσκο- 
νται επάνω σε µια ευθεία π οποία διέρ- 
Γ82. Να γράψετε την εξίσωση της ευθείας η χετα! από την αρχή των αξόνων. (υπό- 
οποία διέρχεται από την αρχή των αξό- δειξη: βρίσκουμε την εξίσωση της ευ- 
νων και από το σηµείο Α (3.4). θείας που διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων και το σηµείο Α και µετά απο- 
Γ83. Να γράψετε την εξίσωση της ευθείας η δεικνύουµε ότι και τα σηµεία Β,[ ανή- 


οποία διέρχεται από την αρχή των αξό- κουν στην ευθεία αυτή). 
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Ε(κ)-ακ--β. αβ- 0 


. Πεδίο ορισμού: κ 

.. Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει 

. Συµµετρίες: Δεν έχει 

. Σύνολο τιµών: κ 

.. Μονοτονία: γνησίως αύξουσα αν α 20., γνησίως φθίνουσα ανα «0. 
α σας Π Γείναι]-]στοΑ-Ξκ. 

.Ἀκρότατα: Δεν έχει ακρότατες τιµές 


γ'Υ στο σηµείο (0,β) 
. Που τέμνει τους άξονες: 


Χ'Χ στο σηµείο 


Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


Ειδικά γιαβ Ξ 0 η 
γραφική παράσταση 
είνα! αυτή που φαί- 
νετα! στο σχήμα. 


Ειδικά για α Ξ 0 η 

γραφική παράσταση 

είναι αυτή που φαί- α-θ Διχοτόμος του πρώτου 
νετα! στο σχήμα. και του τρίτου τεταρτηµορίου 


Η συνάρτηση { µε τύπο Ε(κ)-- αχ-«β έχει γραφική παράσταση, Ο,, ευθεία Π οποία τέμνει τον άξονα 


Υ 'Υ στο σηµείο (0.β) και τον άξονα χ’χ στο σηµείο (ιο). 
α 
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--- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 


Έστω δύο συναρτήσεις {,Ε, µε Ε (κ) -αιχ-ςβ, Και Ε, (χ)-α,κ--β., µε αντίστοι- 
Σχετικές χες γραφικές παραστάσεις τις εὐθείες ει και ε,. 


θέσεις Είναι γνωστό ότι δύο ευθείες ει.ε. εἶναι δυνατόν να τέμνονται (σε ορισµένες περ!π- 
τώσεις) κάθετα, να είναι παράλληλες ή να ταυτίζονται. 
δύο 
ευθειον Στην συνέχεια αναφέρουμε κάτω από τα αντίστοιχα σχήματα τις προὐποθέσεις (σχέσεις 
μεταξύ των αι.βι,α..β.) ώστε µε γνωστούς µόνο τοὺς τύπους των συναρτήσεων να 


γνωρίζουμε τη σχετική θέση των γραφικών τους παραστάσεων. 


αιΞα, καιβι 2β, αιΞα, και β, Ξβ, 


Σηµείωση: Ἡ συνάρτηση { µε Ε(κ)- αχ ΞΛ. έχει µια Ιδιαιτερότητα σε σχέση µε τις υπόλοιπες συναρτήσεις. 


Επειδή π γραφική της παράσταση είναι ευθεία αρκούν µόνο δύο σηµεία για να τη “ζωγραφίσουμε”. 


β 


Προτιμούμε συνήθως τα σηµεία που τέμνει τους άξονες , δηλαδή τα σηµεία (0.β) και (-διο) : 
α 


Για παράδειγµα Π { µε Ε(κα)--2χ--6 έχει γραφική παράσταση την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεί 


(0.--6) και (2.0) του άξονα ΥΥ και Χ'Χ αντίστοιχα. 


θεωρούμε τη συνάρτηση { µε Ε(κ) - αχ--β της οποίας η γραφική παράσταση 
Απόσταση είναι Π ευθεία ε και δύο σηµεία της 
Α{αιισι), Β(χρ.ὅε) 


Αποδεικνύεται µε απλή χρήση του Πυθαγορείου θεωρήματος ότι ῃ απόστασπ 
σημείων των σημείων Α, Β κατά μήκος µιας ευθείας δίνεται από τον τύπο 


δύο 


Α,Β (ΑΒ)-Α8Β- (κ, κκ) (γε -γκ) 
μιας 
: Είναι εύκολο επίσης να δειχθεί ότι το µέσο Μ 
η ὐ ο ἳ του ευθύγραμμου τμήματος ΛΒ έχει συντεταγ- σος ο 


Πένες κο σι) ε να 
Α(ΧνΥν) 


ο δι ἜχΧρ ο γα Τνη 
ο “ας ω 


Χιλ 
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Λυμένα παραδείγματα 


Έστω Αίπι) και Β(ίΧ,γ,) σηµεία 
του επιπέδου.Να υπολογίσετε την από- 
σταση (ΑΒ) των σηµείων Α, Βσυναρτή- 
σει των συντεταγμένων τους. 


Λύση 

5» Αν ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ δεν είναι παράλληλο 
στους άξονες,τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΚ 
(βλ. σχήμα) µε εφαρµογή του πυθαγόρειου θεω- 
ρήματος έχουµε: 


(ΑΒ)Σ -(ΑΚ)Ζ τ (ΒΚ) (1) 
όµως: (ΑΚ)΄ -(ΓΑ)΄ -ἰκ,-κι (2) 
(ΒΚ) Ξ(ΕΖ) ΞΙ,ν  (8) 
[ 


| Ὀ - 
Άρα: (1) (ΑΒ) λε χ γο γη 9 


«(ΑΒ)- γα, --Χι )’ Ἐ{Υ, -γι . (4) 


. ΑνΑΒ// ΧΧ«ΥΙΞΥ, 


Τότε (ΑΒ)Ξ (ΓΔ) - - χι] 


Αν στον τύπο (4) θέσουµε Υ» Ξ γι έχουµε: 


(4) (ΑΒ) --φία, κι) ΕΥ, νι) Ξ- 
Ξγία, χι), τικ, δει 


Δηλαδή, ο τύπος (4) ισχύει και σ'αυτήν την περίπτωση. 
» Έστω ΑΒ/Υγ«ΧΙΞσ, 


Τότε (ΑΒ) -(ΓΑ)Ξ|, γι] 


Αν στον τύπο (4) θέσουμε αχ, Ξχ.,, έχουµε: 


(4) (ΑΒ) Ξ ία, -κι)) Ε(ὐ, -ὅι .. 
90, γι) -ψίγι σι) ΞΙγ,-γι 


Δηλαδή, ο τύπος (4) ισχύει και σ᾿αυτή την περίπτωση. 
Τελικά συμπεραίνουμε ότι Π απόσταση δύο ση- 


µείων; ΑίΣι, Υι) και Β(Χ,. Υ,) είναι 


(ΑΒ) γα, ολ Σ{7, γι) 


Να βρεθούν οἱ σχετικές θέσεις των ευ- 
θειών ε,:1Υ-53ΣΧ. ε,:ΥΞ ιο αριις 


Κατόπιν να Κάνετε τις γραφικές παραστάσεις 
στο ίδιο σύστηµα αξόνων. 


Λύση 


ο 1 . ; 
Είναι: α,Ξ2.,α,ξ--- οπότε ει, Ιε, αφού 
3 


--- βασικές  - στοιχειώδεις συναρτήσεις ----------- κα Ἰ }Ὁ 

--- -α . Να βρείτε τη συνάρτηση ἵ, της οποίας Π 

.. | γραφική παράσταση φαίνεται στο διπλα- 
νό σχήµα: 


Κάνουμε τον πίνακα τιµών των ει, ε, 


ο Πατην ει : ο μπα 
κ. ο 5) 


ο Πατην ε) : 


Λύση 

α.Αν χ-« 1 π γραφική παράσταση της { αποτελείται 
απτην ημµιευθεία ΑΒ που διέρχεται απτην αρχή 
των αξόνων και έχει αρχή το Β (1-1). Επειδή 
κάθε ευθεία που διέρχεται! απ΄την αρχή των αξό- 
νων έχει εξίσωση Υ -- αχ και ῃ ηµιευθεία ΑΒ θα 


Δίνεται η ευθεία εΥ --(λ2 Ε 2λχλ- 1. έχει εξίσωση της µορφής ΥΞαςχ (1). Επίσης το 
Να βρεθούν οἱ τιµές του λεξ ώστε: Α ανήκει στην ΑΒ άρα πρέπει: 
ἱ. π ε να διέρχεται απ΄ την αρχή των αξόνων. δ-ᾳ.(ο)έα--] 


Π, Π ε να είναι παράλληλη στον άξονα Χχ΄χ. 


ο : : Οπότε η εξίσωση της ΑΒ είναι : 
ΠΠ. η ε να είναι κάθετη στην ε:γ -χ- 2002. ἴ 5 


γ-χ,όταν χ«Ι. 


Λύση β.Αν 1 «χ-« 3 πγραφική παράσταση της { αποτε- 
ἰ. Πα να διέρχεται Π ε απ'την αρχή των αξόνων πρέ- λείται απ'το ευθύγραμμο τµήµα ΒΓ µε Β1, -1) 
πει να έχει εξίσωση της µορφής Υ Ξ αχ. και [[3,1). 
Δηλαδή πρέπει λ.--[-0«»λ-(. Ἡ µορφήτης εξίσωσης της ευθείας ε που διέρχεται 
Π, Οἱ ευθείες που είνα! παράλληλες στον άξονα Χ΄χ απτα Β, Γείναιῃπ γ-αχ-β (2) 
εἶναι της µορφής: Υ κ, (κε ΡΕ). όµως Βεε οπότε (2) «» -[--α-1β (3) 
Άρα πρέπει: 


επίσης Γεε οπότε (2) «5 1--32α--β (4) 
(β)9α--Ι-β (5) 


1 ε2λ-0Φλ(λ/2)-0Φλ-θήλ--2 


ΠΙ. Βρίσκουμε τον συντελεστή διεύθυνσης της ει - 
λύνοντας την εξίσωσή της ως προς Υ. 4) 91 -5(-1-β)ήβΙ:-3-4β1β«5 
Είναι γ-κ--2002 «5 Υ--χ--2002, ο βακεβσα 


: ι β--2 
οπότε αι ο. Άρα(β)«να- -Ι- (2) «α-ί 
εεα α--1 ΦΙΛ) Ἱτ-ι» Επομένως από (2) παίρνουμε: 
λτολη] Ξθςσ(ς 2-0 λ--1Ι. ΥΞχ-2, όταν -ἰ«κχς3 


γ. Ανχ 2 3 π γραφική παράσταση της { αποτελείται 
απ'την ηµιευθεία ΓΔ µε αρχή το σηµείο Γ[3,1). 
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Επίσης π ΓΔ διέρχεται απο σηµείο Δ(ί4,1). 


Παρατηρούμε ότι τα [, Δ έχουν την δια τεταγµέ- 


νη οπότε η εξίσωση της ημµιευθείας ΓΔ είναι: 


γΞ 1, όταν χ23. 


Οπότε 
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--χ., Χχς] 
Ε(χ)ξ1αχ-2, Ί«ςχκς«ς2 
1, Χ33 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ86. 


[8]. 


Γ68. 


Γ8ο. 


Γου. 


Γοι. 


Γο2. 


Να σχεδιάσετε τις ευθείες: 


α. ΥΞ-κχ-4 β. Υ- -χκ--3 
γ. ΥΞ2χ--23 δ. ΥΞ2χ-4 
ε. ΥΞ0 ζ κ-0 


Δίνεται π ευθεία ψ-(α--!):κ--2. Να τη 
σχεδιάσετε αν γνωρίζετε ότι διέρχεται! από 
το σηµείο Α-ἱ.3) . 


Χωρίς να σχεδιάσετε τις παρακάτω ευ- 
θείες να βρείτε ποιες απ᾿ αυτές είναι πα- 
ράλληλες: 


γθ-χε , 2ΥΞ--2χ--4 


1 
Ύξ- κε 


4Υ- 2χ {12 
2 Ὑ 


Δίνεται Π ευθεία ψΞ2χ--6, που τέμνει 
τους άξονες Χχ και Υγ στα σηµεία Α και Β 
αντίστοιχα. Αν Ο είναι π αρχή των αξόνων, 
να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ. 


Να βρείτε σηµείο Γ του άξονα Χ’χ τέτοιο 
ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΙ.) και 
Β(4,2) να εἶναι ισοσκελές, µε ΑΙ -- ΒΓ. 


Για ποιες τιµές των Κ,λ το τρίγωνο µε 
κορυφές τα σηµεία Α(::ἱ,2). Β(2.--1) 
και Γ(κ,λ) είναι Ισόπλευρο; 


θεωρούµετις συναρτήσεις 
{(κ)Ξ(2λςΙ)κ(λ 2) 
που προκύπτουν για τις διάφορες τιµές 


της παραμέτρου λ. 

α. Να δείξετε ότι οι γραφικές τους παρα- 
στάσεις διέρχοντα!ι όλες από το {δΙΟ 
σημείο. 

β. Σεποια σηµεία, αυτές τέµνουν τον ά- 
ξονα χΧχ. 

γ. Ποια από τις ευθείες 


ψΞ (21 {)κ(λ.2). λες 
είναι παράλληλη στη διχοτόµο της 1ης 


και ὃης γωνίας των αξόνων; 


δ.Αν λ« -- να δείξετε ότι ισχύει 


Ε(Υ΄ α-δ᾽) «Ε(27δ) 
για κάθε γ,δεξ µεγ-δ. 


Γ93. Δίδεται Π συνάρτηση { µε Ε(κ)--2χ-ΕΙ. 


Γοιμ. 


Γο». 


α. Να λυθεί Π εξίσωση 
ε(0)-2Ε(--1)εΕε(κε)-κ 
β. Να βρεθεί ο λεξ ώστε να ισχύει: 
ΜΗ (1/2)--28(λ1/2) --3 


Σε ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγμένων 
δίδονται τα σηµεία Α(4,0), Β(1 1}, 5,3). 
Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΙ είναι 
Ιισοσκελές. 


Δίδετα! το σηµείο Αί-2,1) και ζητείται Π 
εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από 
το Α και επιπλέον: 

α. έχει συντελεστή διεύθυνσης -3. 


--- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 


Γος6. 


Γο7. 


Γ98. 


β. έχει συντελεστή διεύθυνσης 0 

γ. δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης 
δ. διέρχετα! και από το σηµείο Β(5,-1) 
ε. τέμνει τον άξονα ΧΧ στο σηµείο (1,0) 
στ. τέμνει τον άξονα ΥΥ στο σηµείο (0,2) 


Να βρείτε τον πραγµατικό αριθµό λεκ 
ώστε τα παρακάτω ζεύγη ευθειών να είναι 
παράλληλες: 

α. ΥΞ(2λ--ἰ)κ --3 υςλκ-2 


β. 1κχ-4γ-4λ-0θ λκγ4-0 


Να υπολογίσετετον αριθµό λ εξ ώστετα 


ζεύγη των παρακάτω ευθειών να είναι κά- 
θετες: 


1 
α. πες Υξ(λ19).κ-2 


β.ΥΞλ(2-σ) ΥΞ(12 -ΕΙ).κ--λκ 
Η θερµοκρασία χ σε βαθμούς (οεἱοίμς 
(00) και π θερµοκρασία γ σε βαθμούς 
ΕαμιθπΠεϊϊ (0Έ) συνδέονται µε την σχέ- 
ση ΥΞλκ-β. Γνωρίζοντας ότι το νερό 
παγώνει στους 000 ή 32/Ε και ότι βράζει 
στους 1000 ή 212)Έ να υπολογίσετε: 
α. Τους πραγματικούς αριθμούς λ, β. 
β. Σεπόσους ’Ο αντιστοιχεί Π θερµοκρα- 
σία 0’Ε. 
γ. Σε ποῖα θερµοκρασία συμπίπτουν οἱ 
βαθμοί (ᾳαοίις, Γαιαπῃείϊ. 


Γ99, Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ώστε: 


α. Να διέρχετα! από το σηµείο Αί2,3) και 
να είνα! κάθετη µε την ευθεία: 
χ-3γ-2-0. 
β. Να διέρχεται από το σηµείο Β(-1,2) 
καὶ να είνα! παράλληλη µε την ευθεία 
4(κχ--2γ)-5Ξ2Υγ-Ι. 
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Γ100.Να βρεθεί Π εξίσωση της ευθείας στο 


επόμενο σχήμα: 


Γ101.Να βρείτε το σηµείο τοµής των δύο ευ- 


θειών: Υξχ-ε2 


ν--οχ 


Γ102. Κινητό κι ξεκινά απτο σηµείο Αί-2,-1) ενώ 


ένα άλλο κινητό κ, απτο σηµείο Β(-1,-2) 

όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

α. Να βρείτε την απόσταση των κ., Κ, πρίν 
ξεκινήσουν. 

β. Τις εξισώσεις των τροχιών των κ., Κ.. 

γ. Σε Ποιο σηµείο διασταυρώνονται οἱ τρο- 
χιές των κινητών κ,, Κ.; 


Γ103.Στο παρακάτω σχήµα δίνεται Π οικονομική 


πορεία µιας επιχείρησης. 


ν 

δὴ σος 

" εσοὀα 
.σ 5 3 ο ---- ει( ) 
ὦ ὃ 
ποὴ 
δις : 
ο... 6, ἄξοδα) 
ὅ ο 
Ε 1 


χρόνια λειτουργίας 

Να βρείτε: 

α. Τις εξισώσεις ευθειών των εσόδων (ει), 
εξόδων (ε,). 

β. Τα έσοδα και τα έξοδα της επιχείρησης 
τον τέταρτο χρόνο λειτουργίας της, 

γ. Πότε Π επιχείρηση άρχισε να παρουσιάζει 
κέρδη; 
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{(χ)-αχ. αεξ᾽ 


1. Πεδίο ορισμού: 
2. Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει 
8. Συµµετρίες: Η γραφική παράσταση της { είναι άρτια Και εποµένως έχει άξονα συμμετρίας του 


άξονα Υ'Υ. 


αν α «0 είναι Ε(8) -(--ο.0] 


4. Σύνολο τιµών: 
αν α 50 είναι Ε(Ε) --[0,-.οϱ) 


Ε γν. αύξουσα στο(--οο,0] 
Γγν. φθίνουσα στο[0, --οο) 
Γγν. φθίνουσα στο(--οο,0] 0 «αι «α, «α, Οἱ αντίστοιχες γρα 


Γγν. αύξουσα στο[0, --οο) Φφικές παραστάσεις τους φαίνοντα 
στο παραπάνω σχήμα. 


αν α «0 είναι 
5, Μονοτονία: 


αν α 20 είναι | 


6. 1-1: Η {δεν είναι 1-1 στο Α.ΞΚ 


αν α-«θ η Ε παρουσιάζει για χΧΞ0 

.... μέγιστη τιµή Ε(0)-0 
.Ακρότατα: 

. αν α»0 Λη Ε παρουσιάζει για χΧΞ0 


ελάχιστη τιµή Ε(0)--0 


γ'Υ στο σηµείο (0,0) ανα, «α, «αι «0 οἱ αντίστοιχες γρα- 


Χ'Χ στο σηµείο (0,0) φικές παραστάσεις τους φαίνονται στο 
παραπάνω σχήμα. 


8. Που τέμνει τους άξονες: 


9, Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


--- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 
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Λυμένα παραδείγματα 


|. Να βρείτε την εξίσωση της παραβο- 
λής µε κορυφή το σηµείο Ο(0,0) που διέρ- 


χεται από το σηµείο Α1.4). 

Π, Στη συνέχεια να βρείτε την εξίσωση της 

παραβολής που έχει γραφική παράσταση το 

συμμετρικό σχήµα αυτής του ερωτήματος (1), 

ως προς τον άξονα κ. 

Λύση 

Ι. 0 τύπος της ζητούµενης παραβολής είναι 
γξ-ακ” και επειδή διέρχεται από το σηµείο 
Α(1.4) ισχύει 4 --α.!” δηλ. α-ᾱ. 


Άρα είναι γ --4χ”. 


Π,. Έχουμε 


Το συμμετρικό του Α(Ι, 4) ως προς τον άξο- 


να χ/χ εἶναι το σηµείο Α’ί1.--4).Η εξίσωση 


της ζητούµενης παραβολής είναι Υ - αχ; και 


επειδή διέρχεται από το Α΄{1.--4) ισχύει 


-4---α.! δηλ. α----4. Άρα είναι Υ-- -4χ΄. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ104.Να σχεδιάσετε τις παραβολές ψ ----2χ᾽ 
και ψ-2χ7 στο ίδιο σύστηµα αξόνων. 
Ποια σχέση έχουν μεταξύ τους οἱ γρα- 
φικές παραστάσεις των δύο παραβολών; 


Γ105. Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις πα- 
ρουσιάζουν μέγιστο κα! ποιες ελάχιστο; 


α. ντ σα β. ψ-2χ” γ. ψτ(ςΏ); χὀ 


Γ106.Δίνεται η παραβολή ψ --α-χ2.. Να βρεί- 
τετον α, αν ηῃ παραβολή διέρχετα! από 
το σηµείο {--.-27). Στη συνέχεια να 
τη σχεδιάσετε. 


Γ107.Να σχεδιαστεί η παραβολή ψ-- αχ, αν 
γνωρίζετε ότι διέρχεται από το σηµείο 


Μα) 


Γ108. Να σχεδιαστεί ῃ παραβολή ντα και 


Γ109. 


Γ110. 


ια], 


-4--«κ--ᾱ και έπειτα να σχεδιαστεί Π συµ- 
µετρική της ως προς τον άξονα κ’χ και να 
βρεθεί Π εξίσωση της παραβολής αυτής. 
Δίνεται η συνάρτηση Ε(κ)Ξ («--2)κ2. Αν 
είναι {(2)--3Ε(1) --2, να βρεθεί το Κ και 
έπειτα να γίνει Π γραφική παράσταση της 
συνάρτησης {. 

Να γίνει Π γραφική παράσταση της συνάρ- 
τησης ψ -- κ΄ ελ. αν γνωρίζετε ότι διέρ- 
χεται από την αρχή των αξόνων και από το 
σηµείο Μ(3.3). 


θεωρούμε την ευθεία (ε):ΨΞλκ--2 και 
την παραβολή (ο): ψ - 2Χ”. Ναπροσδιορι- 
στίο λεξ ώστε π ευθεία (ε) να έχει µε 
την παραβολή (0) 

ἰ,. Ένα κοινό σηµείο 

Π. Δυο κοινά σηµεία 

ΠΙ, Κανένα κοινό σηµείο 
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{(κ) - αχ) «βχΧΥ. α-θ 


Προκειμένου να διευκολυνθούµε στη µελέτη του τριωνύµου, είναι σκόπιμο να το µετασχημµατίσου- 
µε αλγεβρικά ως εξής: 


Αν χεΕ εἶναι: Ε(κ)- αχ) «βΧΥ (αφού α-θ) 


- α{' ελα κ) (συμπλήρωση τετραγώνων) 
2 2 
«αν κηβ) ενι 
2α 2α 2α α 
2 2 
-α(ον ῥ | οἵ ν | 
24) α 4α 


-α(ονΑ) -ᾱ (ρ 
2α Δα 


θα δούµε στη συνέχεια ότι ῃ ποσότητα β΄ --4αγ, Παίζει σηµαντικό ρόλο και εμφανίζεται συχνά, 
στις διάφορες φάσεις της μελέτης του τριωνύµου. 

Για το λόγο αυτό τη συμβολίζουμε Ιδιαίτερα µε το Δ και την καλούμε διακρίνουσα του τριωνύµου. 
θέτουµε λοιπόν: Δ-β᾽ -4αγ και από την (1) έχουµε ότι: 


2 
Εα)κα) κ λγα (κ) σολ ωα κάθε χεξκ (2) 
α α 


1. Πεδίο ορισμού: 
2. Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει 


3. Συµµετρίες: έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία Χρ ο 
α 


2 
αν α «0 είναι Ε(Ε) - ία π. β | 
α 
4. Σύνολο τιµών: 


αν α 20 είναι τα] 3 
Δα 


η Ε είναι γν. αύξουσα στο [τα -ᾱ] 
α 


η Ε είναι γν. φθίνουσα στο |-ᾱ- ..) 
α 


5. Μονοτονία: 
η Ε είναι γν. φθίνουσα στο [τα σα 
α 


η Ε είναι γν. αὔξουσα στο -- .9) 
α 


--- βασικέ  - στοιχειώδεις συναρτήσεις --------------- κια ] 989 --- 
6. 1-1: Η συνάρτηση { δεν είναι 1-1 στο Α:-Κ. 
αν α-«θ η Ε παρουσιάζει γιαχΧ--- Ξ 


β .- -- 
2α 4ᾳ 


μέγιστη τιµή Ε 
7. Ακρότατα : 


β 


αν α»0 η Ε παρουσιάζει για Χ- ο. 
α 


4αΥ-β δΔ 
4α 4α 


ελάχιστη τιµή Ε " ) 
2α 
8. Που τέμνει η γραφική παράσταση τους άξονες: 


Υ'γ στο σηµείο (0,) 


ο 


2α 


Χ'χ «Αν Δ--β΄ -4αγ 50 στα σηµεία πα 9) 
α 


«Αν Δ-β΄ --4αγ--0 στο σηµείο -- 9 
α 


«Αν Δ--β΄ -4αγ «0 δεν τέμνει τον Χ'χ 


9. Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


Δ20 


α»θ 


πὴ 


Στην περίπτωση (1): γι«θ καὶ ελάχιστο Στην περίπτωση (2): γι20. και μέγιστο 
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Δ«0 


α-0 


Στην περίπτωση (5): νι20. και ελάχιστο Στην περίπτωση (6): νι«0. και µέγιστο 


Για να σχεδιάσουμε την παραβολή Είκ)-- αχ2 «βχ-.Υ: 
Ι. Αναγνωρίζουµε τα: α (συντελεστής του χ;) 
β (συντελεστής του χ) 
γ (σταθερός όρος) 
β πα Ε] 


Π,. Αν α-θ υπολογίζουμε τις συντεταγμένες της κορυφής κ. : 
α α 


β 


Π, 'Τοποθετούμε” την κορυφή Κ στο επίπεδο ΟΣΧΥ και φέρνουμε την ευθεία χ- εσ- που είναι 
α 


ο άξονας συμμετρίας. 


ἵν. Ανάλογα µε το αν το α είναι θετικός ή αρνητικός, εντοπίζουµε το ηµιεπίπεδο που προσδιορίζεται 


΄ | 4αγ--β’ . | 
από την ευθεία Υ -- πα στο ΟΠΟΙΟ θα βρίσκεται το γράφημα του τριωνύµου. 
α 


(Αν το α 4, το γράφημα θα βρίσκεται “πάνω” από την ευθεία ΥΞ ;ενώ αν α«0 θα 


4αγ-- β” 
4α 


βρίσκεται “κάτω” από αυτήν). 
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ν. Το γράφηµα της παραβολής ΔΕΝ µπορεί να 
σχεδιαστεί “επακριβώς” (όπως π.χ. της ευθείας 
από δύο σηµεία της µε την βοήθεια του 
κανόνα).Συνήθως δίνουμε” τιµές στο χ και 
υπολογίζουµετα {(κ). 

Στον πίνακα σελ.1565 συγκεντρώσαµε όσα 
αφορούν στο τριώνυµο και την δευτεροβάθ- 
µια εξίσωση. 


Λυμένα παραδείγματα 


1 Να γίνει µελέτη και γραφική παράσταση 
της {χ) Ξ -χό 4 2χ 31 


Λύση 
Ἡ ἤκ) παριστάνει παραβολή για την οποία έχουµε: 
.α--ἲ«0 ο. 
2α 2-3). 3 
«ΛΞ22- 4-3) 15-412-16 
ως ω Ἡ 
πα 4-3) 3 


α. Πεδίο ορισμού: Είναι το Κ-- (-ο,--οϱ) 
β. Μονοτονία: Επειδή α-- -3 «0 π { εἶναι γνησίως 


αύξουσα στο [ασ] και γνησίως φθίνουσα 


στο σνο) 
3 


γ. Ακρότατα: Η { παρουσιάζει μέγιστο στο 


2α. 3 2α 3 4α 3 


δ. Κορυφή: είναι το σηµείο 


κο 
2α 4α) 373 


ε. Σηµεία τοµής µε τους άξονες: 
1. Μετον χ΄χ: για Υ -- 0, έχουµε: 


-Ἀχὸ Ε2ΧΕΙΞ0 
«24ψΙό -2344 
Χο π- . 
2(-3) -ό 
-2--4 2 1 -2-4 -6 
Χι τ- ---------ἷ--- -- ------ -- ------ Ξ Σ. τ--Ὅ------ἶ 
-θ -6 3 -θ -θ 
Άρα τέμνει τον χ΄χ στα σηµεία: 
1 
Α[-σο), Β(1, 0) 


2. Μετον Υ΄Υ: Για χ Ξ 0 έχουµε 
Υ---2-0 «2:01 ΦΥΞΙ 
Άρα τέμνει τον γ΄Υ στο [[0,1} 
στ. Άξονας συμμετρίας: Είναι Π ευθεία 


ζ. Γραφική παράσταση: 
Με τη βοήθεια όλων των παραπάνω έχουµε την 
επόµενη γραφική παράσταση. 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
ΣΕΙΣ 


-- 186 Μέρος Γ - Κεφάβαιο 10 ----- 
Εξίσωση Μορφές Συνάρτηση Ανίσωση 
αχ΄ «βχΕΥΞ0 ΝΑΜΟΝ Ε(κ)--αχ᾽ «βΧΥΙ είκ)50. είκ)«ο 


Λύσεις Λύσεις 
Χς« Ρι Ρι «χΧς« Ρρ, 
2 Ρίζες άνισες | ο: βαν η 
«βαν Α Ία[κ-ρ(κ- 


2α 


Χρ) 


Ρι.βΡ2 π- 


[Α--β --4αγ] 


ρίζα διπλή 


Δεν έχει ρίζες 
στο Κ 


Δεν αναλύεται 
σε γινόμενο 
πρωτοβάθµιων 
παραγόντων 


Παρατηρήσεις 1. Στο χι παρουσιάζει ελάχιστη τιµή την { ο 
α 
ο - ς Δ 
2. Στο Χῃ παρουσιάζει μέγιστη τιµή την Ε(χι) Ξ η. 
α 


3. Τα ϱι και ρ, εἶναι ρίζες της εξίσωσης: αχ΄ ««βχ-Υ-0. 


4. Το ο 


α 


--- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 


Να βρείτε τον 
τύπο της συνάρτησης { 
για την οποία η γραφι- 
κή της παράσταση είναι 
η παραβολή του διπλα- 
νού σχήματος. 


Λύση 
Είναι της µορφής 

{{κ) - αχίχ - 4). (1) 
Αφού διέρχεται από το σηµείο Ιί2, 3) οἱ συντεταγ- 
µένες του επαληθεύουν την (1). 
Δπλαδή 


2424) 39 -4α-3 Φα” -ᾱ 


Άρα η «θτ-ακα 4) - να... 


π |) Δίνεται Π συνάρτηση: 
"χ) - 3χ2- (κ - Ιχ-λ2 1. 
Να βρείτε το λ ώστε το ελάχιστο της συνάρτῃη- 
σης { να γίνεται μέγιστο. 
Λύση 
Ἡ συνάρτηση {(χ) είναι παραβολή µε α-- 3 2 0. Άρα 
παρουσιάζει ελάχιστο ίσο µε: 


ο ϱἳ ---υ-- 


4α 4.3 
λ)-2λ--12(-λ7 1) 
12 
ολ 2λΕ1912λύ --12 
12 
2 
14λ/ -2λ--11 1911 214 
12 12 12 
Το ελάχιστο της συνάρτησης {{Χ) είνα! τριώνυµο του 
13 1 1 
λμεα«θτο σ(λ)----λ' ε--λ-ε-- 
- 5 12 6 12 


Το ϱ(λ) γίνεται (παρουσιάζει) μέγιστο όταν 


189 ---- 


2 1 
Άραγια λΞ ιτ] το ελάχιστο της συνάρτησης { γἱ- 


γετα! μέγιστο. 


Δίνετα! το τριώνυµο 
{(κ) -- 3χ΄-4(2α -« β)χ-ε α-λβ. Να βρείτε 


τα α, β ώστε να έχει ρίζα τον αριθµό -2 και 
συγχρόνως να παρουσιάζει ελάχιστο στοχ Ξ 3. 


Λύση 
» Αφού το -2 είναι ρίζα του {(χ) ισχύει: 


{2-09 3(-2) -4(2α4β)(-2)γα- 1-05 
«3-4 8(2α4β){α-2β-05 
«512 16α--8β-α-2β-θς» ΙΤα1τ5βΞ--12(1) 


» Το τριώνυµο παρουσιάζει ελάχιστο στο χ-ς 3. 


Επειδή το ελάχιστο το παρουσιάζει στο 


- -[--4(2α-β)] 


2.3 
έχουμε: 


-[-4(2α-β)]--6:394(2α:β) 51895 
8α--4β--18«»4α2β-9 (2) 


Από (1) και (2) έχουµε το σύστηµα: 


17α--5β-- --ἰ2 
4α-2β-09 
6ο 201 
Από όπου προκύπτει (α, β) Ξ ε.. τν) 
14 14 


ο Δίνεται Π παραβολή 
{χ) Ξχξ (κ ΧΑΚ 2 
Να βρείτε το Κ σε Κάθε µία από τις 
παρακάτω περιπτώσεις: 
«αν εφάπτετα! στον Χ΄χ. 
«αν τέμνει τον χ΄χ σε δύο σηµεία. 
.αν δεν τέμνει τον Χ΄χ. 
. αν έχει άξονα συμμετρίας την χ Ξ 3. 


ο «κ Ὅ Ω 
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ε. αν παρουσιάζει ελάχιστο γιαχ Ξ 8. 
στ. αν έχει ελάχιστο το -δ. 

ζ. αν τέμνει τον χ΄χ στο Α(3, 0). 

π. αν τέμνει τον Υ΄Υ στο Β(0, 5). 


Λύση 
Είναι δ-(κ:2)--4-Ι.(κ 2) κ---4 
α. Εφάπτετα! στον Χ΄χ. Άρα: 


Α-θςθκ)-4-θΦκ--δ«σκ--2λ 
β. Τέμνει τον χ΄χ σε δύο σηµεία. 


Άρα Δρθωκ)-4δθ«κ)σ4» 
ὑκσνά σ]/»2ωκ»2ήκς-2 
γ. Δεν τέμνει τον χ΄χ. 
Άρα δ«θΦκ«4 Φ]κ«2-2«κ«2 
δ. Έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία χ---. Άρα: 


το πο - 
2α 2.1 
ε. Παρουσιάζει ελάχιστο για χΧΞΡ. Άρα: 
ο ο ο. 
2α 2.1 
στ. Έχει ελάχιστο το -δ. Άρα: 


ο ο πμ νε οοο 
4α 4-1 


ζ. Τέμνει τον Χ΄Χ στο Α(3, 0). Άρα: 
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9) 091) α(κ2)ακά2-θκ----ᾱ- 


π. Τέμνει το Υ΄Υ στο Β(0, 5) Άρα: 
Πθ)Ξ5«»ρ)(κ2):0κ:2Ξ55δ9κΞ3 


Δίνεται η ευθεία υ Ξ χ ἕ- 1 (1) και το 
σηµείο Α(ί2, 1). Να βρείτε εκείνο το 
σηµείο Μ(χΧ, γ) της ευθείας που Π από- 
σταση (ΑΜ) είναι π ελάχιστη. Ποια εἰ- 
ναι αυτή; 


Λύση 
Ἡ απόσταση (ΑΜ) είναι ίση µε: 


(ΑΜ) Ξ ῄα-2: 0’ τα ταν υ - 
-ψχ-4χγ4χ) -ἡ2χ2- 4χ4 


Δηλαδή: (ΑΜ) - ν2χ᾽ --4χ--4. Αυτή γίνεται ελά- 
Χχιστη όταν Και το τριώνυµο: 2χ2 - 4χ 4 γίνει 


ελάχιστο δηλαδή όταν κχ-- -- μησια, 
2α 2:2 

Γιαχ- 1 π (1) γίνεται: Υ -- 1 -- 1 - 2. Άρατο 

ζητούμενο σηµείο είναι το Μ(1, 2) 

Για χΞ 1 η απόσταση είναι: 


(ΑΜ) «Ξ 2.11 -4114 -- 2 


«ϱΟΣΧΞΙ 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ112.Να βρείτε στις παρακάτω παραβολές, 
την κορυφή, τον άξονα συμμετρίας, τα 
σηµεία στα οποία οἱ παραβολές τέµνουν 
τους άξονες, το μέγιστο ή το ελάχιστο 
κάθε συνάρτησης καθώς και την τιµή 
του Χ για την οποία συμβαίνει αυτό και 
να τις σχεδιάσετε: 

α. Υυ--χ΄-χε6 β. Υυ-κ; «χ-20 
γ. Υγ-κ2- 2χ-28 δ. γ-σ΄ -χεί 
ε. ΥΞχ΄- οκ για -]«κς«ςό 


ζ. Υ-α4κ- κ ,για -2«κς4 


Γ1 13. Να σχεδιαστεί Π παραβολή 
υς κ; - Ίχ--2ικ, 
αν αυτή διέρχεται από το σηµείο Α(3.--6). 


Γ114. θεωρούμε τη συνάρτηση 
Ε(κ)-- (1 --ᾱ) κ’ -ελκ--ᾱ, λ 2. 
Να προσδιοριστεί ο λεΚκ--{2) ώστε η 
Γ(κ) να παρουσιάζει: 


Ι. Ελάχιστο Π. Μέγιστο 
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Γ119. Να προσδιοριστεί ο λεξ.,, ώστεπ συ- 
νάρτηση: 


{(κ) ΞΞ (1-2) κ Ἕλκ-], λ---2 
να παρουσιάζε! ελάχιστο το -2. 


Γ116. Να βρεθεί ο λεξ ὡώστε π ευθεία 
ψΞλκ--2 να εἶναι εφαπτομένη της πα- 
ραβολής ψ-κχᾖ-κ-Ι. Ποιο είναι το 


σηµείο επαφής; 
Γ117. ἶ. Να αποδείξετε ότι οἱ παραβολές: 
(α):ψ- κ) και (ο)):ψΞ -κ΄ -4κ--5 


δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 


1. Πεδίο ορισμού: π 
2, Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει. 


191 --- 


Π. Να εξετάσετε αν υπάρχει ευθεία που 
εφάπτετα! συγχρόνως στις παραπάνω 
παραβολές. 


Γ1 18. Να αποδείξετε ότι Οἱ παραβολές 
(α):ψ-κ «κ--2 και (ο,):ψ---κ᾽ -2κ--3 
τέμνονται! σε δυο σηµεία, τα οποία µαά µε 


τις κορυφές των παραβολών σχηματίζουν 
παραλληλόγραμμο. 


Γ119, Λίδεται συνάρτηση { µε Ε(κ)- αχ) -Ι. 
Να βρεθεί για ποια τιµή του αςεξ το 
σημείο Α(ά5 5) ; ανήκει στη γραφική πα- 
ράστασπ της συνάρτησης. 


8. Συµµετρίες: Η συνάρτηση ἵ είναι περιττή και Π γραφική της παράστασης έχει κέντρο συμμετρίας 


το σηµείο 0(0,0). 
4. Σύνολο τιµών: {(Ρ)--Β 
5. Μονοτονία: 


6. 1-1: Ἡ συνάρτηση { είναι 1-1 στο Α;-Κ 
7. Ακρότατα: Δεν έχει 


8. Που τέμνει π γραφική παράσταση: | 


9, Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 9«α-θ Ό 


Υ'Υ στο σηµείο 0 


Χ'Χ στο σηµείο 0 


αν α-θ η Ε είναι γν. φθίνουσα στοΑ.-Ε 


αν α2λθ η Ε είναι γν. αύξουσα στοΑ.,-Ε 


(0,0 
(6,0 


ος 
π αξθ 


0 χ 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ120. Να µελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση Ε(κ)- λα) κ), για τις διάφορες 
τιµές του αριθμού λ. 


. Πεδί ύ: π” ΑΗΗΗΗΗΗΗΟΗΗΗΗΗΗΗΗΗΗ/ 
1. Πεδίο ορισμού: Β /ή ος 


2, Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει. 
3. Συμμµετρίες: Η συνάρτηση { είναι περιπτή και π γραφική παράσταση της έχει κέντρο συμμετρίας 


το σηµείο 0(0,0). 
4. Σύνολο τιµών: ϱ(Ρ3)- Εκ. 


αν α «0η Ε είναι γν. αύξουσα στο (-ο, 0) 
ιο. η Ε είναι γν. αὔξουσα στο (ο, ορ) 
αν α20 η Ε είναι Υν. φθίνουσα στο {--ο, 0) 


η Ε είναι γν. φθίνουσα στο (ο, Σο) 


6. 1-1: Η συνάρτηση { είναι 1-1 στο Α;.Ξ κ". 

7. Ακρότατα: Δεν έχει 

8. Που τέμνει η γραφική παράσταση τους άξονες: 
Υ'Υ:Δεν τέμνει τον άξονα Υ'Υ σε κανένα σηµείο 
Χ'Χ:Δεν τέμνει τον άξονα Χ'Χ σε κανένα σηµείο 


Οι άξονες Υ'γ.χ'χ αποτελούν ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της {. 


9, Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


Μεγάλο α (π.χ. αξξ 1000) Μικρό α (π.χ. α-- 0,001) 

σηµαίνει ότι η υπερβολή σημαίνει ότι η υπερβολή 

βρίσκεται πιο µακριά από βρίσκεται πιο κοντά από 
τους άξονες. τους άξονες. 


-- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ121. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστά- 
σεις των συναρτήσεων: 


1 
α. ο β. ΧΥΞ-ό Υ. Χ.ΥΞ-2 


Γ122. Δίνεται η υπερβολή Υ - πα ος ποιες 
Χ 


τιµές του α Οἱ κλάδοι της υπερβολής βρί- 
σκοντα! στο 19 και στο 35 τεταρτηµόρΙο; 


Γ123. Για ποιες τιµές του α Οἱ Κλάδοι της υ- 
περβολής 


. τ]α 
σαιτ 

βρίσκονται στο 29 και στο 49 τεταρτῃ- 
μόριο; 


Γ124. Ἡ γραφική παράσταση της τα. με 
Χ 


χ «0 δίνεται σε ένα από τα παρακάτω 
σχήματα: 


Να σηµειώσετε τη σωστή απάντηση. 


Γ125. Να βρείτε τις τιµές του α ώστε η υπερ- 


βολή νΥ- ---- να διέρχε- 
Χ 


ται από το σηµείο (--1.1). 


Γ126. Ἡ ευθεία Υ--4 τέμνει την υπερβολή 


1 
ΥΞ τς σ᾿ ένα σηµείο µε τετμηµένη 2" Να 
Χ 


βρείτε την εξίσωση της υπερβολής και στη 
συνέχεια να τη σχεδιάσετε. 


Γ127. Αν πγραφικήτης Ε(χ) --(2λ1-5!)κ”, διέρ- 


χεται από το σηµείο Α1,3) να παραστή- 
γραφικά τπ συνάρτπσῃπ 
ο) 


Χ 


σετε 
ε(κ) 


Γ128.α. Στη γραφική παράσταση της συνάρτη- 


σης ο --- χ-0 παίρνουμε το 
Χ 


. ; 2 
μεταβλητό σηµείο ον α»-0. 
α 


Αν Λ είναι το συμμετρικό του Κωςπρος 
την αρχή Ο(0,0) του καρτεσιανού συ- 
στήµατος συντεταγμένων ΟΣΧΥ, να 
βρείτε την τιµή του α ώστε Π απόσταση 
(ΚΛ) να είναι ελάχιστη. 

β. Να εξετάσετε τη συνάρτηση: 

(κ) Ξχ᾽ «τ(κ) 

ως προς τη μονοτονία, να βρείτε το 
σύνολο τιµών της Και τα ακρότατα της 
συνάρτησης αν υπάρχουν. 

γ. Να βρείτε τα σηµεία τοµής των γραφι- 


κών παραστάσεων των συναρτήσεων 


{(κ) και σ(κ). 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
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. Πεδίο ορισμού: Β 

. Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει. 

.Συμµμµετρίες: είναι άρτια άρα έχει άξονα συμμετρίας τον Υ΄Υ. 
.. Σύνολο τιµών: Ε(Ε) -[6, --οο) 


Η Ε είναι γν. φθίνουσα στο {--ο 0] 


. Μονοτονία: | 


Η Ε είναιγν. αύξουσα στο [0, --οο) 
6. 1-1: Η συνάρτηση { δεν είναι 1-1 στο Α.ΞΚ 
.Ἀκρότατα: Πα χΞ0 π Τ παρουσιάζει ελάχιστη τιµή ϱ(0)--0. 
γ'Υ στο σηµείο (0,0) 


. Που τέμνει Π γραφική παράσταση τους άξονες: . πο σης (ο ο] 


. Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ129. Να παραστήσετε γραφικά τις συναρτή- Π, σ(κ) κ] --κ 


σεις; α. ώς β. Ε(κ) κ” -|κ] ΠΠ, (απ) κ” -4κ[--5 
Γ132. Δίνεται Π συνάρτηση 
{(α)Ξ λα .[-κ Η:(2 λ)κ λ-Ι. 


Γ130. Δίνεται Π συνάρτηση 


Θ 1 
Ε(α)ξια ο. ηλ. Ἴ 

ο 2 : α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συ- 
α. Να βρείτε το Πεδίο ορισμού της συ- 


νάρτησης. 
β. Να λύσετε την εξίσωση {(Σα)-10. 


Υ. Να λύσετε την ανίσωση ἔ(κ)ς-2. 


Γ131. Να παρασταθούν γραφικά οἱ συναρτήσεις 
ἱ. ε(κ)- χ; -ικ-ί 


νάρτησης, 

β. Σεποια διαστήματα του πεδίο ορισμού 
της ῃ συνάρτηση { είνα! ανεξάρτητη του 
λ 

γ. Να βρείτε την τιµή της συνάρτησης όταν 


ΧΞλ μελ»δΙ. 


--- βασικές  - στοιχειώδεις συναρτήσεις ------------- κα Ἰ Ὁ Β) «κα 


.. Πεδίο ορισμού: [0, --σο) 
. Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει. 
. Συμµετρίες: Δεν έχει. 


«Σύνολο τιµών: Ε{[0, --σο)) -- [0, --ο) 

.Μονοτονία: Π { είνα! γνησίως αύξουσα στο Α., - [0, 45ο) 
«1-1: Π {είναι 1-1 στο Αι Ξ[0, --σο) 

.Ακρότατα: Π { παρουσιάζει για χ--0 ελάχιστη τιµή ϱ(0)--0 


Υ'Υ στο σηµείο (0,0) 


. Που τέμνει Π γραφική παράσταση τους άξονες: | 


Χ'χΧ στο σηµείο (0,0) 


Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ133. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- Γ135. Να γραφούν οι τύποι των συναρτήσεων: 
νάρτησης { μετύπο {(α)Ξ νκ7 -3κ-2. πο ποπ 
Εκλ-----ἵ-ἵ----- 


Χ Χ--2 


α(κ)--δψίκ--2)’ --3Ψ(κ-κδ)) «Ιθνκ) «2κ-Ι 


σε απλούστερη µορφή. (βλ. ασκ. Α7.1) 


Γ134., Ἡ γραφική παράσταση της συνάρτησης 


{(κ)Ξ νκ-1 είναι µια καμπύλη {. Να 


βρείτε εκείνο το σηµείο της 6. που απέχει 
την ελάχιστη απόστασηπ από το σηµείο 


Α(3.0). 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
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{(χ)-αἲ. θ«α-γι1 


. Πεδίο ορισμού: 
-οο 

. Περιοδικότητα : Δεν παρουσιάζει 
. Συμµετρίες: Δεν έχει 
. Σύνολο τιµών: {(Ε) Ξ(0,1ο) 
.Μονοτονία: 

].Αν α 2 εἶναι γνησίως αύξουσα στο Π οπότε για Κάθε Χι.Χ» ΕΚ ισχύει Π συνεπαγωγή: 

Ἁν κ ον τα κα 
Στην περίπτωση αυτή Π γραφική παράσταση της { έχει ασύμπτωτη στο --οο τον αρνητικό ηµιά- 
ξονα Οχ’. 


Π. Αν 0-«α«1 εἶναι γνησίως φθίνουσα στο Π οπότε για κάθε Χι.Χ; ΕΚ ισχύει Π συνεπαγω- 


γή: Αν Χι «Χ» τότε αἩ 2α5λ. 
Στην περίπτωση αυτή Π γραφική παράσταση της { έχει ασύμπτωτη στο --οο τον θετικό ηµιά- 
ξονα ΟΧ. 


. --ἒτ είναι διότι για τη συνάρτηση Ε(ίχ)--αἲ µεθ-«α-1 και χεξ ισχύει 


αἲι -αἲξ Φ χι Ξχ) γιακάθε Χι,χ) εξ. 


.Ακρότατα: Δεν έχει 


. Που τέμνει Π Υρ. παράσταση: 
π γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα ΥΥ στο σηµείο (0,1) ενώ δεν έχει κοινά σηµεία µε 


τον άξονα ΧΧ , αφού αξ Σθγια κάθε χεκ. 
Βοηθητικός πίνακας: 


10. Γραφική παράσταση: 


--- βασικές - στοιχειώδεις συναρτήσεις 
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Λυμένα παραδείγματα 


1 Στο ίδιο σύστηµα αξόνων να παραστή- 
σετε γραφικά τις συναρτήσεις: 


(0) -α, κω-(α) ολα 


Λύση 
Οἱ γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 


. 1 α] - 
γα" κα Υξ-ςςξι-] Έα 
α α 
μεα 0 και α-Ι είναι συμµετρικές µε άξονα συµ- 
µετρίας τον Υ’ν. 


Επειδή για κάθε χεξ ισχύει: 
ην ι 
σί(χ)- ας) -(4!)' --ᾱ-ἲ --ε(- κ) 
ΟΙ γραφικές παραστάσεις των { και 6 εἶναι συµ- 
µετρικές ως πρός τον Υ Υ. 


1 1) 
Ξ Ξ σ(χ), για κάθε 
43 ) 5 . 


χΧ ΕΚΕ, η γραφική παράσταση της φ(Χ) ταυτίζετα! µε 
τη γραφική παράσταση της ϱ[Χ). (βλέπε σχήμα). 


Επειδή: φίχ)--4”- 


ϱὰ  Μνεται η συνάρτηση: 
{(α) - (4Η 2:1) µε χεξΕ 
α. Αν το σηµείο Μ(1,3) ανήκει στην γραφική 
παράσταση της {, βρείτε το α. 
β. Λύστε την εξίσωση: 
{(κ--1)-Ε(2κ-.1) - 28 
Λύση 


α. Αφού το σηµείο Μ(1, 3) πρέπει να ανήκει 


στη γραφική παράσταση της {, είναι: 
{(/)/-34"-2153-3492” 2.2 --3-0 
θέτουµε Υ - 2" και Π εξίσωση γίνεται: 
--2ψΙ6 

: «» 


Υ «2Υ- 3230 93ΥΞ 


ΥΞ1 ή ΥΞ--2(που απορρίπτεται αφού γ20). 


Με υ-- τς 23-15 25 ε5α-θ. Άρα 


(κ) (4) 21) --ᾱ-, µεχκελΒ 

β. Έχουμε 
412 -28ς32.3” -Ε -- -25Ξ0 
θέτουµε: 3 - γ20 και Π εξίσωση γίνεται: 


ὃγ αγ 2850999) 1Υ-Μ4-0 5 


ε 28 . 
ΥΞ35 ἡή Υξ πο. (που απορρίπτεται!) 


Μευ-2 93-34 9 χ-ι. 


3 Ένας βιολόγος μελετώντας την ανάπτυξη 
ενός είδους βακτηριδίων παρατηρεί ότι: 
» σε 2 ώρες µετά την έναρξη της παρατήρη- 
σης τα βακτηρίδια ήταν 400 
. σε 4 ώρες µετά την έναρξη της παρατήρη- 
σης τα βακτηρίδια ήταν 3200 
Ενώ ο τύπος που δίνει τον αριθµό των βακ- 
τπριδίων είναι: α(:)-- Α:2", µε {20 τον 
χρόνο σε ώρες µε Α, β θετικές σταθερές, 
|. Βρείτε τις σταθερές Α και β 
Π, Βρείτε σε πόσα λεπτά ο αρχικός πλυθυ- 
σµός των βακτηριδίων θα έχει διπλασια- 
στεί 
Πϊ, Λύστε την ανίσωση: 
[α(ε) [ --5Α-2””3- 50020 
Λύση 
ἰ, Ισχύει: α(2)--400«5Α.23 --400 και 
ᾳ(4) - 320099 Α.:23 --3200 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
ΣΕΙΣ 


-- 198 


Με διαίρεση κατα µέλῃ έχουµε: 


Α:2Ψ 3200 
Α.23 400 


927-852 920-205: 


3 
Άρα: Α.22-400«58Α-400«5Α-50 


3 
, Ισχύει α(:)-- 50.23 µε 120. 
Αν ἵ ο χρόνος που χρειάζεται για να διπλασια- 


στεί ο αριθµός των βακτηριδίων τότε: 


3 
α(ϊ) - 24(0) «» 50.22 --2.5095 


ώς 2 
22 -2 ο... της ώρας. 


Άρα σε 5-σῦ Ξ 40 λεπτά θα έχει διπλασιαστεί 


ο αρχικός πληθυσμός των βακτηριδίων.. 


ή, [α (9) --δΑ-23”3-.500 205 


«52500:2”--.5-50:8:2”.- 5002095 
«52500:2” --2000:23- 5002095 
«5.23-.4.2”--130 


Θέτουμε: Υ-2' 50 και η ανίσωση γίνεται: 


ο. --4γ-Ι50ΥΣΙ92:529 «120. 
κ Γιατο 4(γ)--5Υ΄ --4γ΄ --Ι εφαρµόσαμε το 
σχήµα ΗΟ/ΓΠΕΓ στη θέση 1. 
[το 1 το βρήκαμε διότι οἱ συντελεστές του α(γ) 
έχουν άθροισμα 0] 


5 οᾱ 

5 
3 
Άρα α(γ)-(ν--!)-(5υ΄ «γ!). 


Το πρόσημο του αγ) φαίνεται στον επόμενο 
πίνακα: 


Γοο 
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. Δίνεται η συνάρτηση τω-[έτσ) 


α.2 
µε αφ--Σ. Να βρείτε τις τιµές του α εξ για 


τις οποίες π συνάρτηση {: 

|. Έχει πεδίο ορισμού το ΠΜ. 

Π. Είναι γνωσίως αύξουσα στο Π. 

ΠΙ. Είναι γνησίως φθίνουσα στο Π. 

ἵν. Είναι 1-1. 

Λύση 

|. Ἡ { έχει πεδίο ορισμού το Κ µόνον όταν: 


ὁ ολο ααςλ09-2κας3 


Π. Για να είναι Π { γνησίως αὔξουσα στο Π πρέπει 
και αρκεί: 


ἁ-α. 1 3-8 1.ρε-  α- α-Σ.ῃ 
α--2 2 α--2 
1--2α 1 
«» δθς»(1--2α)ία-2δθ«-2«ας-- 
α--2 2 


ΠΙ. Πα να είνα! Ππ { γνησίως φθίνουσα στο Β πρέ- 
πει και αρκεί: 
Ξ--α 


Ξ--α ἃ-α-α--2 
----Ὁ----- 


. «19» 1«θς» 0 
α--2 α--2 α--2 
1--2α 
«5 «θ«»(1--2α)ία-2)«0«» 
α--2 


ι 1 
Φδας«-λήαλ-- 
2 

και 


ολο 8-αία- 209 -2κας3 


Συναληθεύοντας έχουµε: Ξ «α«23 


ἵν. Για να είναι Π { 1-1 πρέπει και αρκεί: 


πα ο ή 

α--2 
ῄ -2«α«ς2 και 2-απα-2 
μ 1 
ή -2«α-«2 και .π. 


ή στ ος 
2. 2 


--- βᾳσικέ  - στοιχειώδεις συναρτήσεις 


2 λα 
Δίνεται Π συνάρτηση ῶ-ᾖα ἃς ) 
4α-1ἶ 


Να βρείτε τις τιµές του α εξ για τις οποίες 
η συνάρτηση { είναι σταθερή στο ΠΜ. 


Λύση 

Για να είναι π συνάρτηση { σταθερή πρέπει Και 
λ 

αρκεί: . σοτι ορ α΄ ε]-δα-[.α--2α2-0 
αἲ- 


άρααξ!] ήἠα-2. 


Να εξετάσετε αν είνα! 1-1 οἱ παρακάτω 
συναρτήσεις: 


ἰ. Ε(κ)-- 3ο” 1 


ἥ, (0 -ὁ -ἲ 


3-2 

Λύση 
Για να δείξουµε ότι µία συνάρτηση Ε:Α-»Ε 
είναι 1 -ἶ εργαζόµαστε ως εξής: 
15 τρόπος 
Θεωρούμε χι,χΧ, ΕΑ. τέτοια ώστε (κι) -- Ε(α,) 
και αποδεικνύουµε ότι χι, Ξχ,. 
20ς τρόπος 
θεωρούμε Χι.Χ, ΕΑ µε χι «χ, και αποδεικνύ- 
ουµε ότι Ε{αι) -Ε(ε,) 
|. Η { ορίζεται σε όλο το Π. 

Έστω χι.Χ, ΕΚ. τέτοια ώστε: Ε(κι)ΞΕ(σε,) 

Τότε έχουµε διαδοχικά: 


30.1 --36” --ἶ 
4ρ3.32 --3ρ3232 


Χι 2 Χο 2 


ϱ 6 ο 


και αφού Ε(κ) -- εἲ εἶναι 1-1 έχουµε: χι -χ., 
Άρα π {είναι 1-1. 
Π. Η 6 ορίζετα! σε όλο το Π. 


Έστω χι.κ, ΕΕ. τέτοια ώστε: ρ(αι)Ξσ(α;) 
Τότε έχουµε διαδοχικά: 

αι -ἰ 333 -1 

πο Άτφὸ 

ο ο κ ο 
2.33 33 52.33 -38 933 «33 

και αφού π Ε(κ)-2" είναι 1-1 έχουµε: 


199 --- 
χιΞχ,.Άραηρείναι 1-1. 


Ἡ, Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- 
νάρτησης {(χ)-(1.α). 


Λύση 
Η συνάρτηση { ορίζεται στην ένωση 
ΑΞΑΙΑ, «Α.Α,;, όπου: 


Α/Ξ{ίχεξ:ΙκχΣ0 και χεἕΕ), 
Α,Ξ{κεξ:1κχ-θ και χεο} 
Α.ΞίχεΚ:]χςθ και χεζ) 
Α,Ξἰκεξ:χκεΝ}) 

Εξάλλου, Αι Ξ(--Ι, ορ), Α, 2, 
Α,Ξίχεζιχς-!) και Α,Ξ Ν΄, οπότε: 


Α--(-Ι,ποο)λωίχεζιχς -ἰ) 
-α-ὖ-2-ἶ 01 2 3 
8] Να λυθεί π εξίσωση: 2:3:-2--α (1) 


Λύση 
2-χ 


Είναι: (1) 3" - 931--σχχὶ (2) 


»Ἡ συνάρτηση Ε(κ)--3" ορίζεται στο Β και για 


κάθε χι.Χ, ΕΕ. και είναι γνησίως αύξουσα στο 
Κ. 


- 1 ᾿ 
» Ἡ συνάρτηση ο --. ορίζεται στο 


και για κάθε Χι.Χ, Εξ. Και είναι γνησίως φθί- 

νουσα στο Κ. 
Αν υπάρχει ρίζα της (1), αυτή είνα! μοναδική. 
Κάνοντας, λοιπόν, τις γραφικές παραστάσεις των {, 
6 διαπιστώνουμε ότι διέρχονται! Καὶ Οἱ δύο από το 
σηµείο (0,1), οπότε ο αριθµός χΞ0 είνα! ρίζα της 
εξίσωσης Ε(κ)-- σ(κ) και επομένως της (2), άρα 
και της (1). 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
ΣΕΙΣ 
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9] Να λυθεί η ανίσωση: ϱ) Σ1-χ 


Έστω Εί(κ)-ε' και σίκ)-Ι--κ, οἱ γραφικές 
παραστάσεις των οποίων φαίνοντα! στο επόμενο 
σχήμα: 
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Ἡ ανίσωση ορίζεται για κάθε ΧΕΕ και αληθεύει 
για εκείνα τα Χ για τα οποία ισχύει: 
Ε(κ)Σο(κ). 


Αυτό όπως φαίνεται στο σχήµα αληθεύει όταν: 
χ30 . Πράγματι αφού π συνάρτηση { είναι γνη- 


σίως αὔξουσα στο Κ, οπότε για κάθε κ20, 
ισχύει: 


ϱ(κ)2ε(0) «5 Ε(κ)2ς6ί «ο Εκ)» () 


Ἡ συνάρτηση 6 είνα! γνησίως φθίνουσα στο Ε, 
οπότε για κάθε κ20,, ισχύει: 


σ(κ)« (0) «»σ(χ)-Ι-0«»οίχ)ς«1{ (2) 
Από τις (1) και (2), έχουµε: 
Ε(α) 212 6(σα) 
οπότε Ε(κ) Σ (κ) και επομένως κάθε χ20 εἰ- 
ναι λύση της αρχικής αφού: 


-- .. ε(κ) «σ’ ... 
σ σ(χ) 5 (0) ϱ(χ)ΣΙ1-0 ϱ(χ)2Ι 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ136. Δίνεται π συνάρτηση 
εκ) 5 (5 9ν 8) ο(-νθ) 
µε πεδίο ορισμού το Π. Να δείξετε ότι: 
α. η Ε είνα! άρτια 
β. στο σηµείο Α(0,2) της γραφικής πα- 
ράστασης της { η τεταγµένη 2 είναι η 
ελάχιστη. 

Γ137. Ι. Να αποδείξετε ότι, αν Π { είναι γνησίως 
μονότονη στο Μ, τότε Π γραφική πα- 
ράσταση της { τέμνει σε ένα το πολύ 
σηµείο τον άξονα Χἆχ. 

.Αν π [γνησίως αύξουσα και 6 γνησίως 
φθίνουσα στο Ν, να δείξετε ότι υπάρ- 
χει το πολύ ένας αριθµός ἔ εξ, ώστε 


{(8)5 ε(δ). 


ΠΙ, Να αποδείξετε ότι Π εξίσωση ϱ) ---χ-εΙ 
έχει µόνο µία ρίζα στο Ἀτην κιΞ0. 
Γ138. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο 


ον ε) 


Να προσδιορίσετε τις τιµές του αεκξ 

ώστε: 

|. Ἡ Ένα είναι γνησίως αύξουσα στο πε- 
δίο ορισμού της. 

Π. Ἡ Ένα είναι γνησίως φθίνουσα στο 
πεδίο ορισμού της. 


Γ139,. Αν η ημιζωή ενός ραδιενεργού υλικού 
είναι 10 χρόνια, δείξτε ότι πΠ συνάρτηση 
που εκφράζει την εκθετική απόσβεση εἰ- 


ναι: Ο(:)-90, 2ο, 


--- βασικές  - στοιχειώδεις συναρτήσεις κ------------κα ϱ) () ] -- 


{(α)-]οςδ,χ, θ«α-1 


. Πεδίο ορισμού: (0.49) αααας 


. Περιοδικότητα: Δεν παρουσιάζει 
. Συµμµετρίες: Δεν έχει 


.. Σύνολο τιµών: {((049))- κ 
. Μονοτονία: .αν θ«ας1 Π {είναι ϕ στο Α. Ξ(0,::ο) 
.αν α»! Π {είναι Ί στο Αι: Ξ(0,::ο) 


ο κ] Η συνάρτηση Ε είναι 1--Ι στο Α; Ξ(0,::ο) 
. Ακρότατα: Δεν έχει 


ΥΎ Δεν τέμνει τον ΥΎ σε κανένα σηµείο 


. Που τέμνει τη Υρ. παράσταση τους άξονες: | 


Χ΄Χ Στο σηµείο (1.0) 


0Ο άξονας ΥΎγ αποτελεί ασύµπτωτη ευθεία της Υρ. παράστασης της {. 


μΚἱἱκωωωσ 

. Βοηθητικός πίνακας: μμ 
ασια 
επ σπσοσας 


10. Γραφική παράσταση: 


γξίοβχ.ας 1 


ΥΞ{οβιχ.α21 


Λυμένα παραδείγματα 


Να αποδείξετε ότι π συνάρτηση Είναι χ΄ 120, γιαΚάθεχεΚ. 
Άρα π { έχει πεδίο ορισμούτο Α.--Β. 


Για κάθε χ, -υ-χεξ έχουμε: 


{(κ)--Ιπ(κ) 1) είναι άρτια. 


Λύση . τα ο πιο τα 
Μια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού Α είναι άρτια Άρα η { είναι άρτια. 


όταν για κάθε χεΑ ισχύουν: 
κε και Ἡ, {(-χ)-ε(κ)” 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
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Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 
ἰ. 195,5 και 196, 11 


Π, Ίοδις 7 και Ίορις 20 


Λύση 

Πα να συγκρίνουμε λογάριθµους που έχουν την 
ίδια βάση στηριζόµαστε στη μονοτονία της λο- 
γαριθµικής συνάρτησης: 


.Αν α»δΙ Π Είχ)Ξ]οσ,χ είναι γνησίως αύ- 
ξουσα, άρα για κάθε Χ,,χ., ε(0,-οϱ) µεχι «Σχ, 
ισχύει: Ε(αι) «Ε(χ,). 

.Αν θ«α«1 Π Ε(κ)-Ιοςβ,χ είναι γνησίως 
Φθίνουσα, άρα για κάθε χι.χ, ε(θ,-:σο) µε 
Χι «χ, Ισχύει: Γ(αι) Σ Ε(κ,). 

ἱ, Ἡ συνάρτηση Ε(κ)--ἰοβ, Χ είναι γνησίως αὐ- 
ξουσα, επομένως : 
µε 5«1Ι εἶναι Ε(5) « ε(11) 
δηλαδή 195,5 «Ιορ!.11. 

Ἡ, Ἡ συνάρτηση Γ(α)Ξ]ορι.χ είναι γνησίως 
φθίνουσα, επομένως: 
µε 7«20 είναι Ε(7)5ε(20) 
δηλαδή Ιοςις7 21ο6ι:20. 


Στο ἰδιο σύστηµα αξόνων να παραστή- 
σετε γραφικά τις συναρτήσεις: 


ἱ Ε(α)ξΊοσιχ ιν δα) -Ιος,χ 


3 
Λύση 
Ι. Ἡ { ορίζεται στο (0.-:99), έχει σύνολο τιµών 
το Κ, και επειδή α- 35 είναι γνησίως αὐ- 
ξουσα στο (0.49). 


. Επειδή οκα-σ«ι Π { ορίζεται στο (0,-.οο), 


έχει σύνολο τιµών το Β, είναι γνησίως φθί- 
νουσα στο (0,.οο). 
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Υξέοβιχ.α2»λ 


γξίοβρχ,.θ-«ας1 


μα] Να λυθεί η εξίσωση: Ίορ,κ- -χ-εΙ (1) 


Λύση 

Σχεδιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις των συ- 
ναρτήσεων Ε(κ)-]ορ,χ Και οί(χ)-- -χ-Ι καὶ 
διαπιστώνουμε ότι τέμνοντα! στο σηµείο µε τε- 
τµηµένη χΞ1. Ἆρα ο αριθµός χ-Ξ1 είναι λύση της 
(1). Εξάλλου π συνάρτηση { είναι γνησίως αύ- 
ξουσα αφού 2 2 1 καὶ Π συνάρτηση 6 είνα! γνι- 
σίως φθίνουσα αφού ο συντελεστής διεύθυνσης 
της ευθείας Υ- --χ-ε{ είναι λ.-- --Ι, οπότε η λύση 
χΞ]1 είναι μοναδική. 


ο] Λίνεται η συνάρτηση: 
{(χ) ΞΙπ(χ--α)--β 
|. Αν π γραφική παράσταση της { τέμνει τον 


άξονα χ στο Α(ε--2. 0) και τον ΥΎ στο 


Μ[ο . ιν) βρείετα α.βεζ. 
6 


Π. Βρείτε το πεδίο ορισμού της {. 
ΠΙ. Σχεδιάστε την γραφική παράσταση της [. 


--- βασικές  - στοιχειώδεις συναρτήσεις -------------αα ϱ) () 3 «κα 


ἵν. Βρείτε τα κοινά σηµεία της ευθείας ι γ 


γε!) µε τη γραφική παράσταση του Υπ (π(κ-2)-Ι 


; 
| 
; οκ στ ! 
πολυωνύµου: αία)ὶ---- | 
! 
Λύση 
|. Έχουμε | 
2 2 ---. 

Β/10, πες, «{Ε(θ)Ξ1η- ἵν. Ισχύει: 

6 6 


τ(χ) -- ο σ1271 


Ἰη(κ:2)--ἶπο 


πα Γβξίης «πα Εἰπε --Ίηζ «» -- 
6 6 ος) κ2 
2 2 3 . 
Ιπ(αο))τ]ηςς « αςί - . σα” σσ Οπότε λύνουμε την εξίσωση: 
κ 2 
και Χ΄ ΕΧ Χ ΧΗ2 912 2-0 
Α(ε-2.0)εΟ, Φί(ε-2Ξ05 9 9 
Για το (κ) - κὸ «κ΄ --2 εφαρμόζουμε το 
Ιη(ᾳ- 2α)4β-0 «Ιηίε-2α)--βς» σχήμα ΗΟΓΠΕΙ στη θέση 1 και έχουµε: 
Ἱπ(ᾳ--2:-α) --Ιπ(εϱ) «Φε-2-α-εῖς«» 
2 1 2 1 
ς--2-- τς «6-27 Ξ 
ο εν ε.α. ο 


θέτουµε: Υ-- αἳ καὶ Π εξίσωση γίνεται: 


ο τι ο ο 


ϱὗὁ Ὑὺ 
- - Δίνεται Π συνάρτηση: ε(α)--. 
ο-(ε--2).Υγ ελ} πα ο ρ ( ) τις Α1Ι0 
«6 -αοἱ «»β--Ι |. Βρείτε το πεδίο ορισμού της {. Β9 


Π, Βρείτε τα κοινά σηµεία της γραφικής πα- 
ράστασης της ἴ µε την ευθεία ΥΞ1 


ΠΙ. Βρείτε τα διαστήµατα του Χ στα οποία η 
γραφική παράσταση της { βρίσκεται πάνω 


2 
Τότε ου, και Ε(α) - Ιπ(χ--2)-1 


Π. Επειδή χ-:2350«κ-2--,το πεδίο ορισμού 
της { είναι το (--2,οϱ). 


από τον άξονα χχ. 


Λύσπ 
|. Το πεδίο ορισμού της { θα προκύψει απο την 


ΠΙ. Η γραφική παράσταση της { είναι ῃ γραφική 
επίλυση του συστήµατος: 


παράσταση της ΥΞΊΙπχ π οποία όµως είναι 


µετατοπισµένη: χ»20 χΧ20 
.-ἶπχ-ε0 Ίσε]ηχ 
» Κατακόρυφα προς τα κάτω κατά 1 µονάδα. χ5θ 
; . μ : «ὢ0θ«χγο 
» Οριζόντια προς τα αριστερά κατά 2 µονάδες. χ-ς 
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Άρα το πεδίο ορισμού της { είναι το: 
Α -(0,6)’(6,-οο) 
Π, Πα να βρούμε τα Κοινά σηµεία της Ο, µε την 
ευθεία ΥΞ1, λύνουμµε την εξίσωση: 


1ηχ 


Γῶθ1τ Ξ]«5]ηχ-[--Ίηχ «» 
Χ 


1 
Ξ]ηϱ2«σχ-«α 


2Η Ιωκ 5 


Άρα Α(να, 1) το κοινό σηµείο της «, και 
της ευθείας ΥΞ. 


Π, Πα να βρούμε τα διαστήματα του χ στα οποία 
π Ο, βρίσκεται πάνω απο τον άξονα Χ’χ 
λύνουμε την ανίσωση: 


ος 50» Ιπχ.(1--Ιπχ)50 


{(κ) 50» 
1--Ιηχ 


Θέτουµε: ΥΞ]Ιαχ και π ανίσωση γίνεται: 
Υ {1 -Υ)20 
Λύνουμε την εξίσωση: 
γ(1-γ ος Υγ-ο ή Υξὶ 
Το πρόσημο του Υ:(1--γ) Φαίνεται στον ε- 
πόμµενο πίνακα: 
γ -οο 0 1 σο 


"ο - « - 


Άρα: 
θ«γς«1Φ0θς«Ιπχ«1«ΙΠΙ«Ιηχ«ἶπες» 


«Φκε(!, ε) 


|. Βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρ- 


Α9 
2χ 
 ) τησῃς: ος ο 
ΒΙ0 6-5 
τα) ΙΙ, Λύστε την εξίσωση: Ε(α) -- 2112 


Πϊ, Λύστε την ανίσωση: Ε(κ)50 
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Λύση 
Ι. Πρέπει 
ϱ -1209ε »ς6 9 2χ20 «9 χε(θ,-ορ) 
Άρα το πεδίο ορισμού της { είναι το: 
Α Ξ(0,-:οο) 
Π, εκ) 2125 


ρα 2χ 
τς ο 
5 ϱ) 5 


«56. --[-- 4ο” 20456” --4ε" --2ἱ--0 
θέτουµε ε ΞΥ20 και η εξίσωση γίνεται: 


Υ -4γυ-2ἱ-092Υ-ΤήΥ--3 
ΠΥΞ -3 απορρίπτεται,αφού γ 20. 


. 


ε- -795εἴἵ -οἳ) «ο χ- ΙΤ. 


2Χ 2χ 


6 


ο. ο] 


ϱ” --5 


ο 


«Φε -15ε5«ε -ε -650 
θέτουµε: ε) - γΣ0 και π ανίσωση γίνεται: 
Υ -«Υ-ό6δθνγς-2ή ΥΣ3. 
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Είναι γ»2«9ε 23ο” «χ2]π3 


8] Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις - 


Γ(χ)Ξ- α” και σ(χ) Ίος. Χ, αν οἱ γραφικές Α10 
τους παραστάσεις διέρχονται από τα: 


Β10 
ἰ. Α(2.4) ἥ, Β(-2,4) Β11 
Π, Γ(2.--4) ἵν. Δ(-2,-4) 
Λύση 


Επειδή 0«α-εΙ έχουµε: 
ἱ. {(0)Ξ4 Φα-Ξ4«αΞ2. Άρα Γ(κ)Ξ23 


ϱ(2)-4 Φ1ορ,2-4 Φα. Ξ2Φα-42. 


Άρα ϱ(χ)ΞΙοερκ. 


1 


4 «» α΄ : 
2 


Πι ε(-2)]-4 θα” Φα 


Άρα Εἔ(κ)- σ) : ενώ δεν υπάρχει Π 6, αφού 


ο λογάριθµος αρνητικού αριθμού δεν ορίζεται. 


--- βασικές  - στοιχειώδεις συναρτήσεις ------------ κα ϱ) () ϱ) κα 


ἥ, Ε(2)--4-ρα” --4 (αδύνατο) ἵν. Ε(.2)--4 να”. --ᾱ εν αἱ -- 


Επίσης δεν υπάρχει Π 6, αφού ο λογάριθµος αρ- 
4 νητικού αριθμού δεν ορίζεται. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


ΓΙἱ45. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρ- 
Γ140. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συ- τησης 
νάρτησης { µε τύπο 


ο ος κ 6). 


(2) --4«Ιορ,2--4Φα.Ξ2Φα 


{(κ)-]ορ,.. (κ) --3κ--2) 


.-κ - 
Γ141. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράστασητης | 146: Αν Ετος ο ο ο 


{µε Ε(κ)-Ιορβ,κ αν είναι γνωστό ότι να δειχθεί ότι ισχύει: 
1 α.β ] - 
διέρχεται από το σηµείο α[ο) ήμς ΞΕ(α):Ε(β) 
Γ142. Άἴνεται η συνάρτηση { µε Γ147. Αν Ε(Χ)-- Μοριχ,, τότε να δειχθεί ότι 


εξ ια[κ ενα” εἰ) 35(2)-.2(6)--Ε(32) --2 


Να αποδείξετε ότι: (βλ. ασκ. Α10.5) 
|. ορίζετα! σ’ όλο το Μ, 

Π. είναι περιττή καὶ 

ΠΙ. είναι συνάρτηση "1--1”. 


α-βὶ 1 
Γ143. Να προσδιορίσετε την εκθετική συνάρ- ή 3 | ο (α) | Ε(Ρ)2 Γ(α):(Ρ) 


τηση Ε(χ)--αἲ και τη λογαριθµική συ- (βλ. ασκ. Α10.10) 


γάρτηση σίχ)-οβ,χ, των οποίων Οἱ 
γραφικές παραστάσεις περνούν από το ση- 


Γ148. Αν Ε(χ)-- Μορχ, τότε να δειχθεί ότι 


Γ149. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συ- 


μες ναρτήσεων µε τύπους: 
] α. Γ(χΧ)Ξ]Ιο (3--|κ]) 
(2.9), Ἱ. (ας), Πῆ, (.-.) (κ)τ]ος, 
. 1 Εχ 
β. Ε(αλτ]ορ,ς 


Γ144. Να λυθεί γραφικά Π εξίσωση: (βλ. ασκ. Α10.4) 


Ίορ,χ- -χεΙ (1) 
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Ἱριγωνομετρικές συναρτήσεις 


πε ος ο , (κ) Ξεφςα , π-- 


: Ἡ συνάρτηση µε την οποία κάθε πραγματικός αριθµός Χ αντιστοιχίζετα! στο 
Ἡ συνάρτησῃπ 


ημίχ (ας) λέγεται συνάρτηση ηµίτονο και τη συμβολίζουμε µε: 
ημίτονο 
ημχ Ξ- ηµ(χ (ας) 


Ε(κ)--ημκ Ἡ συνάρτηση ημµίτονο είνα! περιοδική µε περίοδο 2π διότι: 
πμ(2ΠΤΧ) Ξ- ηµχ, για κάθε χεἕ. 
Αυτό σηµαίνει ότι Π γραφική της παράσταση επαναλαμβάνεται σε κάθε διάστῃη- 
μα πλάτους 2Π. Ἡ μονοτονία της συνάρτησης αυτής στο διάστηµα [0,2π] φαί- 
γετα! στον επόμενο πίνακα. 
ΥΞ κ) - ημκ Η γραφική παρά- 


----τν-------- 


σταση λέγεται π- 


ο ο 
νο νε 


μέγιστο ελάχιστο 


Ἡ συνάρτηση µε την οποία κάθε πραγματικός αριθµός Χ αντιστοιχίζετα! στο 
λα συν µε γαά) λέγεται συνάρτηση συνημίτονο και τη συμβολίζουμε µε: 
συνημ!τονο συνχ Ξ- συν (Χ (ας) 

Ἡ συνάρτηση αυτή είνα! περιοδική µε περίοδο 2Π., διότι: 
Γ(κ) Ξσυνκ ; 
συν(2π{χ)Ξσυνχγιακάθεχεξ 
Αυτό σηµαίνει! ότι π γραφική της παράσταση επαναλαμβάνεται! σε κάθε διάστηµα 
πλάτους 2π. Ἡ μονοτονία της συνάρτησης αυτής στο διάστηµα [0,2πΠ] φαίνεται 


στον επόµενο πίνακα. 


μέγιστο ελάχιστο μέγιστο 


--- Τριγωνομετρικέ συναρτήσεις 
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Ἡ συνάρτηση Η συνάρτηση εφαπτόµενη ορίζετα! ως το ΠΠλίκο του πµιτόνου προς το συνηµί- 
τονο. 
εφαπτομένη 
ημχ 


συνχ 
{(κ)- εφχ Ἡ συνάρτηση εφχ είνα! περιοδική µε περίοδο π διότι: εφίπ - Χ) Ξ- εῴΧ, για 
Κάθε ΧΕΑ. Άρα π γραφική της παράσταση επαναλαμβάνετα! Π ἴδια σε 
κάθε διάστηµα πλάτους π. 


Είναι: Ε(κ) - εφχ - µε πεδίο ορισμού το Α- {ίχεξ:συνχ- 0ὶ 


Ὅ . ἐν αβιρςῃ π π 
Όταν το Χ πλπσιάζει (“τείνει”) στο 5 με ο ῃ 


εΦΧ τείνει στο --οο. Όταν το Χ πλησιάζει (“τείνει”) 


«πρι τι πο 


π π ; : 
στο 5 με στο Ώ εφΧ τείνει στο --οο. [ΠΠ αυτό 


. α η πτ . - . 
λέμε ότι Π ευθεία χ το είνα! κατακόρυφη ασύ- 


µπτωτῃπ της γραφικής παράστασης της { µε 
{{Χ) Ξ εφχ. 
Ἡ συνάρτηση 


κ  Ἡ συνάρτηση συνεφαπτόµενη ορίζετα! ως το πηλίκο του συνημιτόνου προς το 
ημµίτονο. 

Γ (κ) Ἑ αμμς ἳ συνχ . : 

Είναι: Ε()«-σφχ- πε µε πεδίο ορισμούτο Α-{ίχεξ:ημκ- 0) 


Ἡ συνάρτηση σῳκ είναι περιοδική µε περίοδο π διότι: 
σφ(π -- Χ) - σῳχ, για Κάθε χΕΑ. Άρα π γραφική της 


παράστασῃπ επαναλαμβάνεται Π ίδια σε κάθε διάστῃ- 
μα πλάτους π. 
Όταν το χ πλησιάζει (“τείνει”) στο 0 µε κ 20 π εφχτείνει 
6τΤΟ οο. 
πα ος Όταν το χ πλησιάζει (“τείνει”) στο 0 µε κ«0 Π εφχτεί- 
ΝεΙ στο --οο 


Οἱ συναρτήσεις Τότε λέμε ότι η ευθεία κ--0 είναι κατακόρυφη ασύ- 
µπτωτη της γραφικής παράστασης της { µε Τ{Χ) Ξ εφχ. 


ο  Ρώ Επειδή --ἰ-ημε-«1 έχουμε --ἰ«ημ(ωχ)« 1 


και επειδή ρ 2 0 είναι: 
-ρσρημ(ίώωχ){ερ»ρσί(ἁ)5ρ 
και Άρα π µέγιστῃ τιµή της { είνα! το ρ καὶ Π ελάχι- 
στη τιµή της είνα! το - ρ. 
Πρ πο ΠΠ Το ὦ καθορίζει την περίοδο Τ της { που είναι: -ρ 


όπουρ,ω 20 ο Υπρηµ(ώΣ), χε[θ,2π/ω] 


όπουρ,ω20 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
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Λυμένα παραδείγματα 


Λύσπ 
|. Είναι φανερό ότι Π πρώτη είναι π γ-ημκχ. 
Επομένως οἱ άλλες είναι της µορφής: 
γΥξΞαημωςχ 
- Ἡ περίοδος της δεύτερης ισούται µε ἀπ. 


: 1 
Ετσι 2π ππ, οπότε ὠξ--. 
[π] 2 
Το πλάτος α της δεύτερης Ισούται µε 1. Άρα 


π εξίσωσή της είνα! Π νσημ : 


- Ἡ περίδος της τρίτης ισούται µε ο Έτσι 


Να βρεθεί π μέγιστη και π ελάχιστη 
τιµή της συνάρτησης {Χχ) Ξ 3ημ(4Χχ) και να 
κάνετε την γραφική της παράσταση. 


Λύση 

Ἡ συνάρτηση {{Χ) Ξ- 3ημ(4κχ) έχει μέγιστη τιµή το 
ι | 2π 

3, ελάχιστη το -- 3 και περίοδο πως 

Επομένως, για να παρουσιάσουμε τη γραφική της { 

σχεδιάζουμε µια Πμιτονοειδή καμπύλη µε ελάχιστη 

τιµή το - 3 και μέγιστη το 3 σε διάστηµα πλάτους 


π 


2 


Να βρείτε τις εξισώσεις των ημιτονοειδών καμπύλων: 


ο, -Ὁ «πο οι ο ας. 
οκ» «Ολα κ ς) 


ο... 
ασ σανιιν 


0,5 
ον ρε | αι δα] -ἳ 


κ ο κιτ 
Ὁ ΚΚ Ὁ 


ας ;Οπύτε 2. 
ο) 3 
Το πλάτος α της τρίτης ισούται µε 1. Άρα η 
εξίσωσή της είναι π Υ - ημὸχ. 
ἱ. Αν εργαστούμε όπως προηγουμένως βρίσκου- 
µε ότι: 


- Ἡ εξίσωση της πρώτης είναι ῃ Υ Ξ ημᾶχ 


- Ἡ εξίσωση της δεύτερης είνα! Π Υ Ξ 2ημχ 
-Η εξίσωση της τρίτης είνα! η ΥΞ0,5ημχα και 


-Η εξίσωση της τέταρτης είνα!ιη Υ ---2,5ημχ. 


Στο {διο σχήμα σχεδιάσαµε και την ημχ. Τα ίδια 
ισχύουν για τη συνάρτηση ϱ(χ) Ξ ρσυν(ωχ). 


ο {-θημκ) λ.. 


--- Τριγωνομετρικές συναρτήσεις 


Να βρείτε την περίοδο, τη μέγιστη και 
την ελάχιστη τιµή Καὶ να παραστήσετε γρα- 
φικά τη συνάρτηση {(κ)--  3συν2χ σε Ππλά- 
τος µιας περιόδου. 


Λύση 

Η συνάρτηση Ε(κ)--3συν2κ είναι της µορφής 
Ε(κ) -ρσυν(ωχ) µε ρ-3 και ὦ-2. 
Επομένως: 

» Είναι περιοδική µε περίοδο Τ-- Ξ. Ξπ και έχει 


μέγιστη τιµή το 3 καὶ ελάχιστη το -- 3. 
Η γραφική της παράσταση φαίνετα! στο διπλανό 
σχήμα. 


Υ5Ξ- 3συν2χ 


Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτη- 
ση Γ(α) 2ημ2 . 


Λύση 
Σύμφωνα µε τα προηγούμενα είνα! µια ηµιτονο- 
εἰδές καμπύλη κα! έχει μέγιστη τιµή το 2, ελάχι- 
στη τιµή το - 2 και είναι περιοδική µε περίοδο 

2 

ασ .ήπ 

112 

Σχεδιάζουµε την πμιτονοειδή καμπύλη σε διάστῃ- 


μα πλάτους ἀπ. Για σύγκριση σχεδιάσαµε και τη 


συνάρτηση φ(Χ) Ξ πμχ στο διάστηµα [0, 2π]. 


209 --- 


{σο)2ηµ(κ/2) 


5 Δίνεται η συνάρτηση: 
(σπα ημ[ ος) Ρ μεχεκ 
καα»θ.βεχκ 
|. Αν π μέγιστη τιµή της { είναι το 3 και η 
γραφική της παράσταση (,τέμνει τον ΥΎ 


στο σηµείο (0,1), βρείτε τα α.βεΚ. 

Π. Να κάνετε την γραφική της παράσταση σε 
διάστηµα πλάτους µιας περιόδου. 

ΠΙ,Βρείτε τα σηµεία που η γραφική παρά- 
σταση της { τέμνει τον άξονα Χχ΄χ στο 
διάστηµα µιας περιόδου. 

Λύση 

ἱ. 5 Ἡ 6, τέμνει τον ΥΎ στο (0,1), άρατο ση- 
µείο Μ(0,)εο; «Φ Ε(θ)-19β-ι 


Για χεξΕ ισχύει: ακημ(ο)εις 
3 
2Χχ ι 
τας απημ[ ο) κα «» (προσθέτουμε το 1) 


2Χ 
-αἰ[ςα:ημ ο Έἰκα-ι 


-αεἰ σα) σα 
Δηλαδή π μέγιστη τιµή της { είναι το α-, 
άρα α--:Ξ3«α-Ξ2 και τελικά: 


{(κ) - τημ( ας) μεχεκ 
Π.  Η Τ είναι περιοδική µε ελάχιστη θετική πε- 


ρίοδο Τε -λπ. 


3 
Άρα θα την μελετήσουμε στο διάστηµα [0,3π]. 
»Ἡ [είναι γνησίως μονότονη κατά διαστήματα ως εξής: 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΩΔΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗ- 
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3π/4 3π/2 Οπ/4 3π 


» 0 πίνακας τιµών της { είναι: 
Χ 0 4π/4 4π/2 οπ/4 3π 


Πὶ. Θα λύσουμε την εξίσωση 
{(Χ) - 0. στο διάστηµα [0,3π] 
Βρίσκουµε καταρχάς τις γενικές λύσεις της εξίσωσης: 


2Χ 2Χ 1 π 
2ηµ---εἰΞξθημ---Ξ---- -- 
ημ 3 ημ Ε 2 πμ :) 

2Χ 2η. Ἡ ή 2Χ πε 
3 6 
π., Τπ 
«ΦΧΞ- ὀκπ ή Χ- 2κπ-ε 
4 4 


Πρέπε:0«ὔκπ-- ο «3 και ος ὀκπ«-ᾱ «3 


άμα ο τ.- 
12 12 12 12 
δηλ. κ-ἰ δηλ. κΞ0 


Άρα π γραφική παράσταση της { τέμνει τον χΧ’χ 


1 ; - 
στο α[.ριο) που προκύπτει (αν θέσουμε 


ΚΞ1} στην κ-θκα-- , και στο μίοη, 0) 
που προκύπτει (αν θέσουµε κΞ0) στην 


ο κω . 
4 
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Στο επόµενο σχήμα, 
{9) σε χιλ. κομμάτια 


Ἑ εα αρτ ο. ες- 


8. {σε έτη 


φαίνεται π γραφική παράσταση µίας περΙοδι- 
κής συνάρτησης { στο διάστηµα µιας περιό- 
δου της οποίας ο τύπος είναι της µορφής: 


{(ε) - ρηµ(οἑ) ΞΡβ 
και οἱ τιµές {{1) είναι οἱ πωλήσεις σε χιλιάδες 
κομμάτια ενός προϊόντος στην διάρκεια µιας 
οκταετίας. 
ἱ. Βρείτε τον τύπο της συνάρτησης. 


Π,. Σε ποιες χρονικές στιγμές οἱ πωλήσεις {(8) 
είναι 100.000 κομμάτια; 


Λύση 
|. Ο τύπος της { είναι: 


{(8) Ξρημ(ωί)β µε θΟςίςδκαιρ20 
» Επειδή είνα! περιοδική µε περίοδο 8 έχουµε: 


2π π 
ὃξ-- Φσξ-- 
» Επίσης ισχύει: 


ακημία-ε]σιον ρερημ[ αν ερ» 


«β-ρς{(θ«βερ 
Όμως 25«Ε(:) «125, άρα: 


β-ρ-25 β--Τ5 
«» 
βερ125 ρ-20 
Άρα τελικά ο τύπος της { είναι: 


Γωσοημ[α-ε]ντς µε οκικκ 


ἱ. Λύνουμε την εξίσωση: 


Γω5100 «2 5οηµ[π-ι «755 1ο0 
«» [σι]-ο- (δ) δις 2κκνς 
πα πε 4 6 
Τότε είναι: ρε ή -. 
3 3 


Μετασχηµατι- 
σμοί 
γραφικών 


παραστάσεων 


---- Νιετασχηµατισμοί γραφικών παραστάσεων 
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Μετασχημµατισµοί γραφικών παραστάσεων 


Αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση ϱΟ, µιας συνάρτησης, Υ -- Ε(κ), τότε µπο- 
ρούμµε να σχεδιάσουμε και τη γραφική παράστασπ άλλων συναρτήσεων 


Έστω δύο συναρτήσεις {, φ οἱ οποίες έχουν το {ίδιο πεδίο ορισμού Α και ο 
ένας θετικός αριθµός. Αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση της ᾧφ πώς 


μπορούμε να Κάνουµε τη γραφική παράσταση της ἵ όταν για κάθε ΧΕεΑ 


ισχύουν: 

α) {ία φ(ᾶ)-Γςο 

γ) 100 - φία-ο) 

ε) ία) --φία--κ) αρ 


0 {σα ςφίχκτς)τρ 
όπου ο 20, ρ 20. 


α) Η γραφική παρά- 


στασῃη: 
Εχ) - φίχ) τ 


6, 


ο 2 0, προκύπτει 
από µια κατακόρυ- 
φη μετατόπιση της 
γραφικής παράστα- 
σης της ϱ κατά ος 
µονάδες προς τα πάνω. 


Υ) Η γραφική παράσταση: 


1) Ξ 


προκύπτει από 
µια οριζόντια 
μετατόπιση της 
γραφικής παρά- 
στασης της ᾠφ 
κατά ο µονά- 
δες προς τα 
δεξιά. 


φίχ -ο),ς»0 
γ 


β) {ως φῶ-ε 

δ) {)-φίκ9 

σι) {(α)-φί-ε)-ρ 
π) {π)φίχο)-ρ 


β) Η γραφική παρά- γ 
σταση: 
{α) - φίχ) -ο, 

620 προκύπτει από 

µια κατακόρυφη 
μετατόπιση της 
γραφικής παράστα- 

σης της ϱ κατά ο 
µονάδες προς τα κάτω. 


δ) Ἡ γραφική παράσταση: 
Πχ) Ξ φίχ«ς)ςοΣ0 

προκύπτει από γ 

µια οριζόντια 

μετατόπιση της 

γραφικής πα- 

ράστασης της 

φ κατά ο µο- 

νάδες προς τα 

αριστερά. 


ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΡΑΦΙΚΩΝ 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 
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ε) Η γραφική παράσταση της: 

{Χ) Ξ φίχ-αο)τρ,ς20,ρ20 
προκύπτει συγχρόνως από 2 μετατοπίσεις της 
γραφικής παράστασης της Φφ. Μια οριζόντια 
κατα ο µονά- Υ 
δες προς τα 
δεξια και µια 
κατακόρυφη 
κατά ρ µονά- 
δες προς τα 
πάνω. 


ζ) Η γραφική παράσταση της: 
ο φορ ο ρς 

προκύπτει 

συγχρόνως 

από 2 µετατο- 

πίσεις της 

γραφικής πα- 

ράστασης της 

φ. Μια οριζό- 

ντια κατα ο 

µονάδες προς τα αριστερά Και µια κατα- 
κόρυφῃ κατά ρ µονάδες προς τα πάνω. 
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στ) Η γραφική παράσταση της: 


{χ) Ξ φίχ-αο)-ρ,ο2θ0,ρ20 
προκύπτει συγχρόνως από 2 μετατοπίσεις της 
γραφικής παράστασης της Φ. Μια οριζόντια 
κατα ο µονάδες γ 
προς τα δεξια ο 
και µια κατακό- 
ρυφη κατά ρ 
µονάδες προς 
τα κάτω. 


π) Η γραφική παράσταση της: 


{Χ) Ξφίχ{ςο)-ρ,ς2θ,ρρ20 
προκύπτει συγ- 4 
χρόνως από 2 ή 
μετατοπίσεις 
της γραφικής 
παράστασης 
της φ. Μια ορι- 
ζόντια κατα ο 
µονάδες προς 
τα αριστερά Καὶ µια κατακόρυφη κατά ρ µο- 
νάδες προς τα κάτω. 


Αν γνωρίζουμε την καμπύλη µε εξίσωση γ Ξ ΠΧ) μπορούμε να 
σχεδιάσουµε την καμπύλη της ν -- --{(χ) αφού είναι συμμετρική 


της πρώτης ως προς τον άξονα χκχ. 


ΠΥΞ -{μ) έχει γραφική παράσταση συμμετρική της γραφικής πα- 


ράστασης της Υ Ξ- {ίΧ) ως προς τον άξονα χΧ Χκαιπγ{-κ) 


έχει γραφική παράσταση συμμετρική της γραφικής παράστασης 


της Υ 5Ξ- ΊΧ) ως προς τον άξονα ΥΥ. 


---- Νιετασχηματισμοί γραφικών παραστάσεων 
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Λυμένα παραδείγματα 


Να βρεθεί το πεδίο τιµών της συνάρτη- 
σης { µε τύπο Ε(α)--νχ--2 από τη γραφική 
της παράσταση. 


Λύση 
Φανερά έχει πεδίο τιµών το διάστηµα [0,-9). 
γ ον νχ 
γςνκ-2 
Παρατήρηση: 


Αν 6, είναι π γραφική παράσταση της συνάρτησης 
ΥΞΕ(κ) και Κ2 0 τότε οἱ γραφικές παραστάσεις 
των Υ - Ε(κ--Κ) και Υ- Είκ-εΚ) είναι οἱ Οι και 
6, αντιστοίχως και προκύπτουν από την παράλληλη 
µεταφορά της Ο, κατά Κ µονάδες του άξονα δεξιά 
και αριστερά αντίστοιχα. 

Έτσι αν είναι γνωστή π γραφική παράσταση της συ- 


νάρτησης { μπορούμε να σχεδιάσουμε και τις γρα- 
φικές παραστάσεις των συναρτήσεων 


Υγ-{εί(κ-κΚ)καιγ- Εί(κ-Κ) 


2 Να βρεθεί το πεδίο τιµών της συνάρτη- 
σης ἔ µε τύπο Ε(α)--4- χ) µετη βοήθεια της 
γραφικής της παράσταση. 

Λύση 

Επειδή είναι γνωστή η γραφική παράσταση της 
Υς --κ;, σχεδιάζουμε αυτή και τη μεταφέρουμε “πα- 
ράλληλα στον χ’χ” 4 µονάδες πάνω. Οπότε από 
το σχήµα είναι Ε(Α) -(--ο.4]. 


Υπενθυμίζουμε ότι: 
Αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση µιας συνάρτη- 
σης { μπορούμε να σχεδιάσουμε τις γραφικές παρα- 
στάσεις των συναρτήσεων 
ΥΞε(κ)«ΚκαιΥ-είκ)-κ.κ50 
μεταφέροντας τῃν καμπύλη της { κατά Κ µονάδες 
προς τα πάνω ή κάτω αντίστοιχα. 
Αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση της συνάρ- 
τησης {, μπορούμε να σχεδιάσουμε τις γραφικές πα- 
ραστάσεις των συναρτήσεων µετύπους Υ ----ἔ(κ) 
και Υ-- Ε(--κ). 
υ; γ-ε(θεκ 


Η καμπύλη Υ---εία) είναι συμμετρική της 
ΥΞ Ε(κ) ως πρόςτον άξοναχ Χχ.,ενώ π καμπύλη 
ΥΞ {Ε(--κ) εἶναι συµµετρικήτης Υ -- Ε(κ) ωςπρός 
τον άξονα ΥΥ. 

{(-χ) 


Από τη γραφική παράσταση της συνάρ- 
τησης { µε τύπο: {ἔ(κ)---εἵ 1 
να προσδιορίσετε το πεδίο τιµών της. 


ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΡΑΦΙΚΩΝ 


ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 
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Λύσπ 

Από το διπλανό σχήµα προκύπτει ότιῃ Υ- Ε(κ) 
έχει Πεδίο τιµών το διάστηµα {--οο.1) (αφού Π κα- 
μπύλπ της --ε' προβάλεται στο (--9.0). 


[ια παράδειγµα, η συνάρτηση { µε τύπο: 
ε(κ)- ο. ΞΙπχ ----Ιπχ, Χ50 
Χ 


έχει γραφική παράσταση την καμπύλη, του διπλανού 
σχήματος και όπως παρατηρούμε είνα! συμμετρική 
της γ- πχ ως προς τον άξονα χἆχ. 


ή 
γπ]ηχ 


0 κ. 


ο... 
κ 


εξ. Να προσδιορίσετε το πεδίο τιµών της 
{(χ)-]1-Μχ-2 από τη γραφική της πα- 
ράσταση. 
Λύση 
Ίος τρόπος 
Σχεδιάζουµε αρχικά την ΥΞ ψΧ. την οποία μεταφέ- 
ρουµε παράλληλα κατά 2 µονάδες προς τα δεξιά και 
έχουµε τη γραφική παράσταση της ΥΞ νκ--2 στη 
συνέχεια σχεδιάζουµε τη συμμετρική αυτής ὡς προς 
τον άξονα Χ΄χ και έχουµε τη γραφική παράσταση της 
Υξ-νχ--2 . Μεταφέρουµε αυτή παράλληλα κάτα 1 
µονάδα προς τα πάνω και παίρνουμε τη γραφική πα- 
ράσταση της συνάρτησης Ε(κ) --Ι--νκ--2. Απότο 
σχήµα τώρα, βλέπουμε ότι π καμπύλη της { προβάλ- 
λετα! στον άξονα γ΄γ στο διάστηµα (--ο,1] που εἰ- 
ναι το πεδίο τιµών της {. 
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25. τρόπος (αλγεβρικός τρόπος) 

Το πεδίο τιµών της { απαρτίζεται από τα χ ε[2,--οο) 
για τα οποία η εξίσωση Υ--- κκ έχει µια του- 
λάχιστον λύση στο [2,-.οο) . Έχουμε: 


ΥξΙ-νχ-2ωΥ-[- χ-291-ΥΞυκ-25» 


1-Υγ320 γςι 
--- --- 2 
(--γ) -κ--2 ΧΞ2-(1--Υ). 


πρέπει, 24{1--Υ) ε[2,9ϱ) «» 


95 234/1-Υ) 22951--γ) 30, που ισχύει για 
κάθε γΕεΚ . Άρα, ο µόνος περιορισμός για το Υ 
είναι Υ «1 που σηµαίνει ότι το πεδίο τιµών της { 
είναι το διάστηµα Ε(Α) --(--ο.1]. 


Δίνεται π συνάρτηση: 


ο) . µεχεξκ Β8 
Β10 


ἆ-α 
α. Αν π ἴ εἶναι γνησίως αύξουσα βρείτε το α. 
β. Για την µεγαλύτερη ακέραια τιµή του α να 
Κάνετε την γραφική παράσταση της συ- 
σ(χ)-ε(ςκ-2) -ι 
Υ. Βρείτε τα σηµεία στα οποία π γραφική 
παράσταση 6 της 6 τέμνει τους άξονες. 


νάρτησης: 


Λύση 

α. Η εκθετική συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα 
όταν η βάση της είναι µεγαλύτερη απο το 1 
δηλαδή: 


α--δ 2 α-δ 


δ]«»(2--α) πα θα) «» 


«»(3--α).(α--θ)»(3--α)΄ «» 
«(3--α)-(α--8)--(3-α)505 
«»(2--α):(α.δ-3α)»0«5 
«»(3--α):(2α:45)50 


---- |ετασχηµατισµοί γραφικών παραστάσεων 


Το πρόσημο του γινομένου (2--α)-(2α--5) 
φαίνετα! στον επόμενο πίνακα: 


α -00 -5/2 3 Γοο 


(3-α)(2α-5)ἱ 


| 5 
Άρα σος 21. 
ς αεί 2 ) 


β. Αφού 5 «α«ς3, ή μεγαλύτερη ακέραια τιµή 
του είνα! το 2. Για αΞ 2 είναι 
Ε(κ) - 10” και σ(χ)- 10” --ἴ,μεχεξ 
άρα Π γραφική παράσταση της ϱρ είναι η γρα- 
φική παράσταση της εκθετικής Υ - 10” που 
όµως είνα! µετατοπισµένῃ. 


» Κατακόρυφα προς τα κάτω κατά 1 µονάδα. 


» Οριζόντια προς τα δεξιά κατά 2 µονάδες. 


ΥΞ107-1 


γ.» Πα να βρούµε τα σηµεία τοµής της 6, με τον 
Χ'Χ, λύνουμε την εξίσωση σ(α)Ξ0: 
ο(χ)-θςΣ1Ι0 -1-θς 
«οΙ0 θιοκ-2-θςκ-2 
Άρα Π 6, τέμνει τον χ'χ στο Α(2,0). 


» Για να βρούμε το σηµείο τοµής της 6 με 
τον Υ Υ, βρίσκουμε το: 


99 
ϱ.)-107-Ί-----ἰ- 
56 100 100 
: : . Ι 99 
Άραπς, τέμνειτον άξονα ΥΥ στο Β τη , 
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Να βρείτε την περίοδο, τη μέγιστη και 


την ελάχιστη τιµή Καὶ να παραστήσετε γρα- 


φικά τη συνάρτηση {(κ)- λημ(κ--τ) : 


Λύση 
Η συνάρτηση Ε(κ) Ξ ρηµ(ωχ-φ) µε ριω»0 
και φεξ γράφεται: 


ε(κ)- ριμ[α[κ« 5] 


Παρατηρούμε ότι Π συνάρτηση αυτή προκύπτει 
από τη συνάρτηση σ(κ) - ρηµ(ωχ) αν όπου Χχ 


Φφ 


θέσουμε το χ----. Επομένως: 
Ωω 


» Είναι περιοδική µε περίοδο Τ-- .. . 


[α) 
» Έχει μέγιστο το ρ και ελάχιστο το -ρ. 
» Ἠ γραφική παράσταση προκύπτει από κατάλλη- 
λη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της 


συνάρτησης ϱ(χ) Ξ ρηµίωσ). 


Ἡ συνάρτηση ε(κ)- σημ(κ--) είναι της µορ- 


φής Γκ) Ξρημ(ωκ-φ) µε ρ-2 και φτ--ᾱ- 


Επομένως: 

» Είναι! περιοδική µε περίοδο Τ--2π. 

». Έχει μέγιστη τιµή το 2 καὶ ελάχιστη τιµή το --2. 

» Η γραφική παράσταση της { προκύπτει από µια 
οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης 


. . π ι 
της συνάρτησης οκ) - 2ημχ κατά α΄ Νονά- 


δες προς τα δεξιά. 


Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση 


{.)- 4συν 2! 1. 


Λύση 


ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΡΑΦΙΚΩΝ 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 


Β10 
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π. 


Η { είναι περιοδική περίοδο Τ τρ -4π. Σχε- 


διάζουµε µια συνημµΙτονοειδή καμπύλη στο διάστη- 


μα [0, Δπ] µε μέγιστη τιµή το 3 και ελάχιστη το - 3 και 


τη μεταφέρουμε προς τα πάνω κατά µία µονάδα. 
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η ΄ 
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ν η 
η 
ν / 
π ΄ 


εν.) φ(κ)-Άσυν(κ/2) 


ον ο ος, 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ150. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις 


Γ15Ι. 


Γ152. 


Γ153. 


Γ154. 


Γ155. 


Γι56. 


Γ157. 


ος 
των Εκ) - 2ημΆα και ο ρα 


στο διάστηµα της αντίστοιχης περιόδου 
τους. 

Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστηµα αξόνων 
τις συναρτήσεις: 

Γ(κ)Ξ εφ2χ, ϱ(Χ)Ξ1Γεφχ, 

Π(Χ)ξ1-- εφχ 


Να µελετήσετε Και να παραστήσετε γρα- 


φικά τη συνάρτηση Ε(α)Ξ11-σφχ. 


Ποια είναι π μέγιστη τιµή της 
Γ(κ) Ξ[ημκ--1. και για ποια (ποιες) τι- 
µές του Χ τη λαμβάνει; 
Να παρασταθούν γραφικά οἱ συναρτή- 
σεις: 
να] (κ--2)’ ο ιν - -ᾱ(κ--ἲ)΄ 
Να παρασταθούν γραφικά οἱ συναρτή- 
σεις ο εκ - (κ--τ)' 3 

πρι - (κ. 2} -ᾱ 
Στο ίδιο σύστηµα αξόνων να κάνετα τις 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 


οκ] και Ὁ κ) - ) 


Να κάνετε τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης { µε τύπο: 


Γι58. 


Γι15ο9, 


Γι6ῦ. 


Γι6ι. 


Γι6. 


Γι6Ἀ. 


Γι6. 


Γι65. 


Ε(κ)-- κ” --4χ--3 
Στο {διο σύστηµα αξόνων να κάνετε τις 
γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
ο πο απ ο 
Να κάνετε στο {ίδιο σύστηµα αξόνων τις 


γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: 
ἱ ία) -ίαχ Εν (κ) --Ια(κ--τ) 


Να κάνετετις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων: 


ἱ, Ες) - Ιππία] ἵἩνμο. πι 


Στο ἰδιο σύστηµα αξόνων να παραστή- 
σετε γραφικά τις συναρτήσεις: 

πα )-σῖ ο ποτ. 

Π, φ(κ)--σ6” -ᾱ 

Στο ἰδιο σύστηµα αξόνων, να παραστή- 
σετε γραφικά τις συναρτήσεις: 

ἱ. ε(κ) -εἳ 

ΠΠ. φίχ)-ε” ο -ἲ 


Ἱ. σ(χκ)- ο” --2 


Να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση: 
ε(κ) - αἰχ 


Να παρασταθεί γραφικά π συνάρτηση: 
{(κ) - 4ἳ 


Στο {διο σύστηµα αξόνων να παραστή- 
σετε γραφικά τις συναρτήσεις: 
οπως. Π, σ(χ)- Ιορχ--2 
Π, (κ) - Ιορ(κ--2) 
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Δύο συναρτήσεις { και 6 λέμε ότι είναι ίσες , αν και µόνον αν, 
Ισότητα 


συναρτήσεων » έχουν το {διο πεδίο ορισμού Α και 


για κάθε χ ΕΑ ισχύει Ε(κ) - σία) 


π.χ 
Οι συναρτήσεις Ε(κ)-- νχ΄ και σίχ)--|χ| είναι ίσες, αφού έχουν το ίδιο πε- 


δίο ορισμού Β και ισχύει Ε(κ)-- ἠκ- --|κι-- σίκ), γιακάθε χεξ. 


Έστω οἱ συναρτήσεις: {μετύπο Υ-- Ε(κ) και πεδίο ορισμού Α και 6 µε τύπο 


πα. Υ-α(κ) και πεδίο ορισμού Β. 


Αν τα πεδία ορισμού Α και Β έχουν κοινά στοιχεία, δηλ. αν Α ΩΒ κ ὤ, τότε 
ορίζουµε : 
:. Το άθροισµα Γ--5 των συναρτήσεων { και 6 µε τύπο: 


(Ε-ο)(κ) - Ε(κ)-Γο(κ),.κεΑΩΒ 


συναρτήσεων 


:Ἡ διαφορά Γ--σ των συναρτήσεων { και 6 µε τύπο: 


(Ε--ο)(κ) - Ε(κ)--α(κ)ικεΑβΩωΒ 
: Το γινόμενο πραγματικού αριθμού λ µε τη συνάρτηση { 
(.«θ(κ) - λ.Ε(κ)ικεΑ 
:Το γινόμενο Ε-:σ των συναρτήσεων { και 6 µε τύπο: 


ρα) {(Χχ).σ(κ),χεΑΩΒ 


Ε 
5 Το πηλίκο τ των συναρτήσεων { και 6 µε τύπο : 


. κο. Ξ1ΧεΕ ος κ Χ 
(έλω-σαγ ο τα. 


Ἱ 
Δηλαδή, το πηλίκο 5 έχει πεδίο ορισμού το κοινό πεδίο ορισμού των {και 6 


από το οποίο εξαιρούνται οἱ λύσεις της εξίσωσης ϱ(κ)-θ. 


Με την προὐπόθεση ότι οἱ πράξεις που εμφανίζονται ορίζονται, ισχύουν οἱ Ιδιότητες: 


1. εερ-ρξ 7. 1. - Ε, όπου | --Ἱ(κ) 
2. Εε(6-- 8) -- (ΕΕ ϱ) 3 Β δ. Ρ.[6-ΕἩ) -- Ε.Ε «Ἡ 
8. Γ4:0 - 8, όπου 0-0(α) 9. λ.(Ε14ς)-λ. Ελα 
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4. τα(--)Ξ0 10. (λ-εμ) ΕΞ λεμε 
5, Γ.σ-σ.Ε 11. (.μ) Ε-λ.(μ:8) 
6, (1.6). Ξ Ε.(6.) ο ως 


Ο τύπος φίκ) Ξημί(α απ) προκύτει αντικαθιστώντας την ανεξάρτητη µετα- 


Σύνθετη . ι , : : 
Βλητή Χ στον τύπο της συνάρτησης Ε(κα) --ημχ, µε τον τύπο της συνάρτησης 


συνάρτηση σ(κ)-- χ2 -εΙ.Ἡ συνάρτηση φ(κ)-ημίκ 1) ονομάζεται σύνθεση της συ- 
νάρτησης 6 µε την { και την συμβολίζουμε: 


[ορ Και τον τύπο της Υ --({ορ)(κ)-- ε(ε(κ)). 


Ορισµός 
Γενικότερα, για δύο συναρτήσεις {, 6 µε τύπους: 
ΥΞΕ(κ), µε πεδίο ορισμού Α - Ώ({) και Υ-σίκ), µεπεδίο ορισμού Β - Ρ(5) 
ονοµάζουµε σύνθεση της 6 µε την { τη συνάρτηση: Εἔος μετύπο γ Ξ{(σ(κ)) 
Ο παραπάνω τύπος έχει έννοια πραγματικού αριθμού για εκείνα τα Χ καὶ µόνο για τα οποία το 


σύνολο ΑΞ{κεΡβ(5ϱ) και σ(κ)εΡ({)} είναι διάφορο του κενού. Το παραπάνω σύνολο, αν είναι 


διάφορο του κενού αποτελεί το πεδίο ορισμού της {ο6, ενώ αν είναι κενό τότε δεν ορίζεται η 
σύνθεση της 6 µε την {. 
Η σύνθεση περιγράφεται εποπτικά στο παρακάτω σχήμα: 


να 
.. ο. [ 
( {(Α) 


εβ)Ωρῦ- ὅ εΒ)ωρθ-κ 


Παρατηρείστε στα παραπάνω σχήματα ότι ῃ {ορ ορίζεται µόνον αν το πεδίο τιµών της 6 και το 
πεδίο ορισμού της { έχουν κοινά στοιχεία Και τότε ένα Χ που ανήκει στο Β(6) αντιστοιχίζετα! στο 


ΥΞ{(ϱ(κ)) που ανήκει στο Πεδίο τιµών Τ{Α) της συνάρτησης της {. 


Επειδή ο προσδιορισμός του πεδίου τιμών µιας συνάρτησης δεν είναι πάντοτε εὔκολος, για να 
εξετάσουμε αν ορίζετα! Π σύνθεση δύο συναρτήσεων, θα προσδιορίζουµε το σύνολο 


Α'-{χεΏ(ϱ) και σ(χκ)εΡ({) 


το οποίο αν είναι διάφορο του κενού επιτρέπει στη σύνθεση να ορίζετα! και ταυτόχρονα αποτελεί 
το πεδίο ορισμού της {06. 
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Λυμένα παραδείγματα 


Α5 Εξετάστε αν οἱ παρακάτω συναρτήσεις 
Β7 είναι ίσες. Στην περίπτωση που δεν είναι, να 


Β10 βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του ΜΒ, στο 
οποίο είναι ίσες. 


χ.-1 


χ-- 


1. ε(κ) - και σ(χ)-χγί 


2. Ε(κ) --ἡκ) και σ(κ) - κ 
8. ε(κ) --ν(κ--1)) και είχα) -χ-1 


4. ἕ(κ) --Ιπ(χ -- 4) και 
σ(χ) --Ιπ(κ-- 2) -- Ιπ(κ-- 2) 


Λύση 
1. Το πεδίο ορισμού της { είναι το Ε--{ἴ}) ενώ 


το πεδίο ορισμού της 6 είναι το Μ. 
Άρα οἱ συναρτήσεις { και 6 δεν είνα! ίσες. 


Αν κ»: 


χ-ἶἰ (κ-Οθ(κ) 


Ε π- 
ο) χ--] χ--Ι 


χε[- σ(κ) 


και συνεπώς οἱ {και ρείναιίσες στο Κ--τΙ). 


2 
: 3 5 
ντ ο ο μ.., 


μὴ 
(κ) ανχ«0 


και συνεπώς Ε(κ) - σίκ) µόνογια κ20. 
Άρα, οι συναρτήσεις { και σ δεν είναι ίσες, εἰ- 
να! όµως ίσες στο διάστηµα [0.-ο). 


3. Οι {, 6 έχουν πεδίο ορισμού το Μ. Επειδή: 
Γ(κ) --νίκ-Ι Ἶ τΙκ-ἡ-/ 


Είναι, Ε(κ) - ϱ(κ), για κάθε χ ε[Ι,--οϱ). 


χ-],ανκ2ί 


-(κ-τ).ανχςί 


Άρα {-- 6 στο [1.-:ο0) 
4. Η { έχει πεδίο ορισμού: 
ΑΞίχεξ:χ)- 450) - (--ο,--2) (2.3.9) 


διότι: 
χ-4»0Φχ »4 «κ 29χκς-λήχ2.2 
Η 6 έχει πεδίο ορισμού τα χ εξ γιατα οποία 
ισχύουν: 

χ-250 και κχ-250 δηλ. κ22 και 

ΧΣ-2ΦΣΧΣ2 

Επομένως, η ϱ έχει πεδίο ορισμού το διάστῃ- 
μα (2,-.οο) και συνεπώς δεν είναι ίσες. 
Όμως µε κ»52, έχουµε: 
Ε(α) --Ια(κ2 --4) --Ια[(κ--2)(κ2)]-- 
Ξ]π]κ--2/-ςΙη]κ--2|--Ιπίκ--2)-ςΙη(κ-2)- σ(κ) 


Είναι λοιπόν, ΕΞ 5 για κάθε χ ε{2,499). 


Δίνοντα! οἱ συναρτήσεις µε τύπους: 


Να οριστούν οἱ συναρτήσεις: 


{ 
Γ.σ. --, 106. 
5 


Λύση 

Η { έχει πεδίο ορισμού τα κ εἰ για τα οποία: 
χΧΓ.1λθ0ΧΣ2Σ-ἰΙ 

δηλαδή είναι το διάστηµα Α.--(--Ι,-σο). 

Το πεδίο ορισμού της 6 απαρτίζεται απότα χ εἷς 

για τα οποία: 


4 -χλθς]χ«4 -4-«κ-«4 
δηλαδή είναι το διάστηµα Β--[--4,4]. 
. Επειδή Α Ωω Β-- (--Ι,4]-Ε 2 ορίζεται η συνάρ- 


τηση Έ--σ µε τύπο: 


(Ες )(κ) . ε(κ)--σ(κ) Ξ Ἱπ(χ-1)-- 4 --|χ| 
: ΡΕ . 
» Για την συνάρτηση -- θα πρέπει: 
ξ 


σ(κ) - 0, δηλαδή 
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4-40 και-4«χσ4«» 
«Φκ]κ4 χκ4ήσγκ-4, 
επειδή όµως θα πρέπει Χ 2 -Ι, στο διάστηµα 


Ε 
(--1.4) ορίζεται η συνάρτηση . µε τύπο: 
Ιπ(χ -ε !) 


ρω ν4--]κ] | 


» Γνωρίζουμε ότι για να ορίζετα! Π συνάρτηση {06β, 
πρέπει: 


κ εξ :χε[-4,4]καιν4--]χ] ε(--Ι,κοο)] κ 
Έχουμε: 
πι ... 


ς» 
4 - χι 14-20 


Επομένως στο διάστηµα [--4,4], ορίζεται π συ- 


ε(α) 
(κ) 


«σ -4«κχ-«4 


νάρτηση {ορ µε τύπο: 


ε(ο(κ)) Ξ ἱα(ρ(κ) ο) Ξ Ιπ(ή4 -ἰκ[ - 1) 


 ] Δίνονται Οἱ συναρτήσεις ἔ µε 
{(κ)--Ιπχ και 6 µε σ(ίχ)-Ι-κ. 

Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις {οΡ και 

Ρο{. 


Λύση 

Είναι Ὀ({)--(0,-.οο) και Ρ(Ρ) «κ. 

Για να ορίζετα! Π συνάρτηση {968, πρέπει το σύνο- 
λο Α'Ξ{χεΡ(α)καια(κ) εΡ(Β)) να εἶναι διά- 


Φφορο του κενού. 


Έχουμε: 
χεβ(ς) ΧΕΚΕ 
και «»ὰ και «5 
σ(χ)εΡ(ίβ) |--κ)ε(θ,ορ) 
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ΧχεΕς 


«δ4ά και «σχ«]1 


1-χ»20 
Άρα, το πεδίο ορισμού της {96 είνα! το 
Α-(--ο,1) 
και ο τύπος της είναι 
ε(α(κ)) ΞΙπο(κ) ΞΙπ(1--κ) 

Για να ορίζεται η συνάρτηση φοἵ, πρέπει το σύνο- 
λο 

Α"- {κ εΡ/(Ε)καιξ(χ)ε Ρ(6)) 


να είνα! διάφορο του κενού. 


Έχουμε: 
χ ε(0, ο) χ20 
και «δάκαι «κ20 
πχεξ ΧχΣ0 


Άρα, το πεδίο ορισμού της σοΐ είναι το 
Α”Ξ(0,:οϱ) 
και ο τύπος της είναι 


ο({(α))-1--ε(κ) -Ι--ἴαχ 


Παρατήρηση: 
Προσέξτε ότι, αν έχουµε δύο συναρτήσεις {καις 
πάντοτε μπορούμε να γράψουμε τους τύπους: 


Γ(ο(κ)) ή α(Ε(κ)) 


Όμως οἱ τύποι αυτοί µπορεί να µην αποτελούν 
τύπους συναρτήσεων για κανένα χ. 
Και αυτό γίνετα! όταν: 

ρ(Β)ωρ({)- 6 ή ε(Α)ωρ/(ϱ)- 2 

αντίστοιχα. 

Γι αυτό θα προσδιορίζουµε πρώτα το πεδίο ορι- 
σμού και στη συνέχεια τον τύπο της σύνθετης 
συνάρτησης. 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ166. Να εξετάσετε αν οἱ συναρτήσεις {,6 είναι ίσες, α αρ’ )8) «2«2({46)(κ) 


ῇ Να αποδείξετε ότι Γ-σ. 


χκ--] Χ-- 

ε(κ)- και ία) --τ---- 
Χ.2 Χ2 Γ171. Αν για τη συνάρτηση { Ισχύει: 

Στις περιπτώσεις που είναι Ες να {(2χ-2)- οχ” --2χγ1,χεΚκ 


προσδιορίσεῖε ος δυνατό πο τότε να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης {. 
σύνολο του Κ στο οποίο ισχύει 


ε(κ)--ε(κ). Γ172. θεωρούμε τη συνάρτηση 


--.--- . 
Στις περιπτώσεις που είναι Ε-α να ε(Εα0)γχ) Δκηκ-2)ΧΕΒ, 


προσδιορίσετετο ευρύτερο δυνατό υπο- όπου Ε(χ)-άχ-5. 
σύνολο του Ἀ στο οποίο ισχύει Αν Π συνάρτηση ϱ έχει πεδίο ορισμού το 
ε(κ)- ε(κ). β να βρεθεί ο τύπος της. 


Γ173. Να βρείε συνάρτηση 6, τέτοια ώστε να 
Ισχύει: 


ε(ε(κ))--κ) -4κ--2,αν Είσ)--2κ--Ι 


Γ167. Να εξετάσετε αν οἱ συναρτήσεις Τ,6 είνα! 
ίσες αν 
κ - συν[ ο εκ Γοφίκ--π)-ημ( οκ) 


Γ174. Έστω οἱ συναρτήσεις Ε(κ)--2χ--Ι Και 
και 


ϱ(χ) ΞνΙ-χ΄ : 
Να βρείτετις συναρτήσεις: 
(βλ. ασκ. Α8.3) Ι.. σος Π. οσ 


ε(κ)Ξ σφ[ η -κ)μημία -4π)-συνία -ᾱ) 


Γ168. Να εξετάσετε αν οἱ συναρτήσεις {,6 είναι Γ175. Έστω οι συναρτήσεις {(κ) --ἴπκ καὶ 
ἶσες: Ε(κ) 5 Ια(κ) --ᾱκε3) α(χ)-Ι-κοῦ. 


και α(κ) ο Ἱη(κ δν Πηκ --3) Να βρείτετις συναρτήσεις: 


; : Ι.. σοΕ Π, [ορ 
Στις περιπτῶσεις που εἰνα] [ας να 


προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υπο-  Γ176. Αν είναι Ε(κ) -2κ--Ι καὶ 


σύνολο του Β στο οποίο Ε(χ)Ξ (κ). ο πο. 


να βρείτε τον τύπο της 6. 
Γ169. Λίνονται οἱ συναρτήσεις πα) ΕΕ Ἱ και 


αι Γ177. Αν η συνάρτηση { έχει πεδίο ορισμού το 


. Ν ; - 
ε(κ)- αρ ον) βρεπε τις συναρτή- [5. -οο) να βρείτε το πεδίο ορισμού της 


σεις Ε::6, Ε--α, ἔς καὶ ος συνάρτησης ε(κ)-ε(κ) -1). 
ξ 


Γ170. Δίνονται Οἱ συναρτήσεις Ε,6:ξ -»Ε για Γ178. Έστω οἱ Ισ Ε(κ)ταχ-] σα 


τις οποίες ισχύει ρ(χ)Ξκ-α-1. Να βρείτε την τιµή του 
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α ώστε, σοΓΞ{06. 


Γ179. Λίνονται οἱ συναρτήσεις {,σ ορισμένες 


στο Β, οἱ οποίες είναι γνησίως µονότο- 

νες και έχουν το {δΙΟ είδος µονοτονίας 

(και οἱ δύο γνησίως αὐύξουσες ή γνησίως 

φθίνουσες). 

α. Να δείξετε ότι Π συνάρτηση {906 είναι 
γνησίως αύξουσα. 

. Να εξετάσετε τη μονοτονία των συ- 
ναρτήσεων {9, ϱοΡ. 

. Να εξετάσετε τη μονοτονία της συ- 


νάρτησης Ε(κ) - Ιπ Ἱα(α)], κ51. 


ὍὌρ 


-« 


Γ180. α. Αν οι συναρτήσεις {,6 έχουν κοινό πε- 


δίο ορισμού Δ, να αποδείξετε ότι 

|. Ε γνησίως αὔξουσα, 5 γνησίως αύ- 
ζουσα τότε και ή Ε--σ είναι γνη- 
σίως αύξουσα 

Π. [γνησίως φθίνουσα, 6 γνησίως φθί- 
νουσα τότε και Π Έ--α εἶναι γνη- 


σίως φθίνουσα. 
β. Αν δύο συναρτήσεις ἴ,ς µε πεδίο ορι- 
σμού Δ παίρνουν θετικές τιµές για κάθε 
χ ΕΑΔ, Και είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. 
γ. Να µελετήσετε τη μονοτονία των συναρ- 
τήσεων: 


π π 
η, Γ -- 9 τες ες 
] (κ) Χ ΓΏημΧ τε, 2 : 


Ι. ϱ(κ)Ξ κ; -ημσ, κεαΣ] 


Γ181. α. Αν µια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού 


Άκαι Ε(Χ) 20 γιακάθε χΕΔ, είναι 
γνησίως αὔξουσα, να αποδείξετε ότι 


1 
π συνάρτηση Π είναι γνησίως φθί- 


νουσα στο Δ. 
«Αν δύο συναρτήσεις {,σ µε πεδίο ορι- 
σμού Δ, οἱ οποίες παίρνουν θετικές 


τιµές για κάθε χΕΔ,, και είναι γνπ- 


ὍὌρ 
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σίως αὐξουσες, να αποδείξετε ότι Π 


ἵ Ἱ 
συνάρτηση τος είναι γνησίως φθί- 
ξ 


νουσες στο Δ. 


Γ182. Δίνονται οἱ συναρτήσεις: { γνησίως αύ- 


ξουσα καὶ 6 γνησίως φθίνουσα στο Α. 
Ι.. Να βρεθεί η μονοτονία Γ-σ. 
Π. Να εξετάσετε τη μονοτονία της 


(κ) Ξχ᾽ --συνχ στο ατ : 


.- π ἃ ͵ 
Π,Αν θ«α«βς ο. τότε να αποδείξετε 


ότι; συνα--συνβ Σ» α΄ --β᾽ 


Γ183. Αν για δύο συναρτήσεις { και 6, ορίζεται 


Γ184. 


π συνάρτηση ροΐ και οἱ { και 6 είναι του 

ίδιου είδους µονοτονίας, τότε η σοΐ εἰ- 

ναι γνησίως αύξουσα ενώ αν εἶναι 

διαφορετικού είδους µονοτονίας τότε η 

ροΐ είνα! γνησίως φθίνουσα. Συγκεκρι- 

µένα να αποδείξετε ότι: 

Ι. αν Τ γν. αὐξουσα και 6 Υν. αύξουσα, 
τότε ϱοΐ Υν. αύξουσα 

Π, αν { γν. φθίνουσα και 6 Υν. φθίνου- 
σα, τότε σοΐ Υγν. αύξουσα 

Π, αν { γν. αύξουσα και 6 Υν. φθίνουσα, 
τότε ροΐ Υν. φθίνουσα 

γἱ. αν ἵ γν. φθίνουσα κα! 6 Υν. αύξουσα, 
τότε ροΐ Υν. φθίνουσα 


Έστω συνάρτηση { µε τύπο 


Ε(κ) --χ) --δχ--Ι6 ορισµένῃ στο Κ. 
ἰ. Να δείξετε ότι {{2) - 2 
Π. Να βρείτε το είδος µονοτονίας της { 
Πϊ,. Να ορίσετε τη συνάρτηση {οί 
ἰν. Να λύσετε την ανίσωσπ Ε(Ε(κ))22 


--- αντίστροφη συνάρτηση κ---------ααααααααααααααααακακακακακαακακακακακκακακα ϱ) ϱ) Ὁ) παπα 


Γ.Ι4 Αντίστροφη συνάρτηση 


Όπως γνωρίζουμε, αν µια συνάρτηση { είναι 1 - 1 στο πεδίο ορισμού της για 


Κάθε γε{Γ(Α) υπάρχει µόνο ένα χΕΑ., τέτοιο ώστε Υ- Ε(κ). 
αντίστροφη Άρα π διαδικασία που κάθε Υ εΕ(Α) το αντιστοιχίζει στο μοναδικό κ ΕΑ., για 


: το οποίο Ισχύει Υ - Ε(κ) είναι συνάρτηση. Αυτή Π συνάρτηση ονομάζεται! 
συνάρτηση 


τ) 
αντίστροφη συνάρτηση της { και συμβολίζεται µε πι. κα. ο 


{(Α) 
Ἆ ε ΚΑ) 
πεδίο ορισμού της { πεδίο τιµών της ἓ 


συνάρτηση 1-1 πεδίο τιµών της [-]. πεδίο ορισμού της [1 


Η αντίστροφη συνάρτηση Ε:1 της Υ-- Ε(κ) έχει; 
» πεδίο ορισμού το πεδίο τιµών ΙΑ) της {. 
» πεδίο τιµών το πεδίο ορισμού Α της {. 
» τύπο που προκύπτει από τη λύση της Υ -- Ε(κ) ως προς χ. 
γξε()σκ- εξ (ν) 
Σύνθεση και αντίστροφη συνάρτηση 
Από την ισοδυναμία Υ--Ε(κ) «ο κ- 1 (Υ) προκύπτει: 


(ες) -γ, για Κάθε γε Ε(Α) και Ε({(κ))-κσ., γιακάθε χεΑ 


Λυμένα παραδείγματα 


Λίνετα! π συνάρτηση Τ µε τύπο: Γ(κι)Ξ Ε(κ1) «9 οἳ --Γ- οἳ2 15 


ι [απ] ἳ «61 --ϱἳ2 «χι -σ) 
α. Να αποδείξετε ότι π Τ είναι 1-1 στο πεδίο 
ορισμού της 
β. Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της {. 


Άρα, π { είναι συνάρτηση 1-] στο πεδίο ορι- 
σμού της. 


β. Αφού π {είναι 1-1 ορίζεαιη ἓ Πα να βρούμε 


ση τον τύπο της Ε;Ι, λύνουμε την εξίσωση 
α. Το πεδίο ορισμού της { είναι το ΠΚ. Έστω 5 | “ 
Χ 
ΧΙ.Χ2 ΕΚ. µε Γ(αι)Ξ Ε{κ2), τότε: ος πο μήροσε 


ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 


Μέρος Γ - Κεφάῆαιο 14 ----- 


-- 224 


Έχουμε: 

Υξεῦ -ἰ95ε Ξγεί«κΞ]Ιπ(Υ-!).γ2-! 

Επομένως, ο τύπος της αντίστροφης είναι: 
κΞΕ (Υ)ΞΙπ(νε!) µε γε(-!, ο) 


Όμως, επειδή συνηθίζεται Π ανεξάρτητη µετα- 
Βλητή να γράφεται Χ, ο τύπος της είναι: 


συνάρτηση ΕΙ :(0,1) -»Ε. µε τύπο: 


{1 () - Ίος. ο οκεί(οι) 
,-ακ 


Ὁ Λίνεται Π συνάρτηση { µε τύπο: 
{(κ) 1-3 -χ 


α. Να αποδειχθεί ότι π { αντιστρέφεται, 


{ο (0) - Ιπ(κ ο!) κε(-ἰ,ορ) 
β. Να λυθεί π εξίσωση Ε:ὶ (κ) -- ε(κ) 


Λο 2 Δίνεται! π συνάρτηση ἵ µε τύπο: 


ΑΊ0 9 Λύση 
ο προς. Να βρεθεί π αντίστροφη της | α, Προφανώς, π Ε έχει πεδίο ορισμού το 
--ο,2]. Με χι, --οο.3] έχουµε: 
[Ἡ) συνάρτησης {. πρι ος . 
Χι,ιχΣο «δ -2ς-ἕος«-χι« 
Λύση ο. ς : 
Η { έχει πεδίο ορισμού το Β, αφού 13-35 50. για «Φ05ς3-Χ2«3-Χι«φ Χο «ψὸ-χι« 
κάθε κεκ. 
. «1-2 Σδ]- 2 «δΕ ΣΕ 
Ἐχουμε, δα) ναι (κ2)5 Ε(αι) 
που σημαίνει ότι η { είναι γνησίως αύξουσα 
ον στο (-.ο,3]. 
πι μασ ο πο 
1-1 β. Αν µια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το Β 
γ και γνπσίως αύξουσα ισχύει Ππ ισοδυναμία: 
«»/(1-γ)2 Ξγ 2 --σ--, Υί ' 
Γ--γ { (α)-ε(ς) θεία) -κ 


Φκ-]ορι- 095 
1Υ 


«»Υ(Ι-γ)20930«Υ«1Ι, γγι 
Είναι: Όντο γίΙ-γ)2020«γ«ι και 
αν, 
συνεπώς η { έχει πεδίο τιµών το Ε(Α) --(0,1) 
ἩΗ σχέση κπ]ορν τος, δηλώνει ότι για κάθε 
... 


γε(θ,1) υπάρχει µόνο µία τιµήτου χεξ. 
Επομένως, (η { είναι 1-1) ορίζεται Π αντίστροφη 


Έτσι, αντί να λύνουμε την εξίσωση 

εκ) - ε(κ) 
θα λύνουμµε την ισοδύναµη αυτής ἐίαχ)κ, 
που είναι απλούστερη. 


(0) εί)» Εία)-κ5 
.-92-χξκοονλ-χζξί[-κχ 


ενα κας κ), 


χδ]«χ -κ-2-6, 


ΧΣΙ12χ--Ιήκ-2 


και ΧχὂδΙ«ΧΞ2 


Στη διαδικασία εύρεσης του τύπου της αντίστροφης, προκύπτουν ενδεχομένως περιορισμοί γα το Υ, δηλαδή 


προκύπτει το πεδίο τιµών της {, που είναι φυσικά και το πεδίο οριμού της Ε ος 


» Από την ισοδυναμία ν - {Ε(κ)«οκχ- αν, (ν) προκύπτει ότι τα σηµεία (Χ, γ) είναι συμμετρικά ως προς τη 


διχοτόµο Υ Ξ χ οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων Υ Ξ- {ίχ) και γ-ει (κ). είναι συμµετρικές 
ως προς τη διχοτόµο Υ Ξ Χτης γωνίας χΧΟΥ. Εποµένως, αν γνωρίζουμε τη γραφική παράσταση µιας εκ 


των συναρτήσεων {, . , μπορούμε αµέσως να σχεδιάσουμε καὶ την άλλη. 


--- αντίστροφη συνάρτηση κ--------αααααααααααααααακαακακακακαακακακκακπακακκακακα ϱ) ϱ) ϱ) παπα 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ185. Να αποδειχτεί ότι Π συνάρτηση Γ190, Αν η συνάρτηση { είναι περιτή και αντι- 


{(χ) 5 ν2κ-ἰ στρέψιµῃ, να αποδείξετε ότι και π Ε! 
είναι 1-1 και να βρεθεί Π αντίστροφή της. εἶναι περιττή. 
Γ186. Να αποδειχτεί ότι Π συνάρτηση Γ191. Δίνεται η συνάρτηση Ε:Ε -»Ε., ώστε; 
Ε(κ)--36'ἳ ΕΙ ({ο)(κ) κ) Εκ) (1) για κάθε 
είνα! 1 -ἶ και να βρεθεί Π αντιστροφή της. χεΚκ. 
Ι. Να δείξετε ότι π { αντιστρέφετα!. 
Γ187. Δίνεται Π συνάρτηση Ε(Χ) -- ῥαχ -χ7 Π, Να βρείτετο {(0). 
Ι. Να μελετηθεί ὡς προς τη μονοτονία. .. 
. : : : Γ192. 1. Έστω ότι η 6 είνα! γνησίως αύξουσα 
Π, Να δείξετε ότι αν 0 «α«β τότε : , 
στο ΠΜ. Να δείξετε ότι και Π 
8 ο ο. Γ(κ)- (κ)--κ είναι γνησίως αύξου- 
Π. Να λύ ν ; σα στο ΠΜ. 
Ἱή. Να λύσετε την εξίσωση Π. Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία τη 
2 
Αα (κ) κ.)-(κ η) α απ ) (κ 1) συνάρτηση Γ(α)-- Μηχ κ. 
Πϊ,. Να λύσετε την εξίσωση: 
Γ188. Αν για κάθε χεξ ισχύει ῥπ(λὸ - λ)- ἐπ(ολ4)-- 12 άλγ4 λδ1 


εν (ακ)δε(κ)-2χ--4-0 (0) 


Ι. να αποδείξετε ότι Π { αντιστρέφετα! καὶ Γ193, Δίνεται Π συνάρτηση Ε:Κ -»Ε., ώστε: 
Π, αν επιπλέον ῃΠ { έχει σύνολο τιµών το 
κ πεί Π κΕ(κ)εκ-θ (1) για κάθε 
Β, να βρεπετην Ε"'.. 
χΧχεΕ. 


ο ο ο το. |. Να δείξετε ότι Π { αντιστρέφεταΙ. 


Π, Να βρείτε τον τύπο της Ε”'. 
δε(κ’)--ε() 29 (0, 


να αποδείξετε ότι η { δεν αντιστρέφεται. 


ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
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Στοιχεία από τις κὠνικές τοµές 


Α. ΚΥΚΛΟΣ 


Κύκλος είναι ο γεωµετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν 
από ένα σταθερό σηµείο του επιπέδου σταθερή απόστασῃ. 


Εξίσωση κύκλου µε κέντρο Ο(0., 0) και Εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου µε κέντρο 
ακίνα ϱ: κα: «γ΄ -ρ Ο(0,0) και ακτίνα ρ στο σηµείο ΑίΧ, Υ/): 


ΧΧΙ ΓΥΥι ο 


Εξίσωση κύκλου µε κέντρο Κ/Χι,νᾳ) και ακτίνα ϱ: 


(κ--κο) Ε(Υ--Υο) Ξρ 


Η εξίσωση κ; -εγ΄ «Αχ«ΒΥΓ-0 (1), Α.Β.ΓΕΚΕ 


.Αν ΑΒ’ -4Γ50: π εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο µε κέντρο το σηµείο: 


Α Β Α΄ Β΄ --4Γ 
ΚΙ ----,----| καιακτίνα ρ------ 
τι ο 2 


.Αν ΑΒ; -4«Γ-0: π(1) παριστάνει το σηµείο κδ) 


»Αν ΑΒ; -4Γ«0: π εξίσωση (1) είναι αδύνατη. 


227 --- 


---- µΙιγαδικοί αριθμοί 


Β. ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

Παραβολή είναι ο γεωµετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν από µια 
σταθερή ευθεία (δ) που λέγεται διευθετούσα της παραβολής και από ένα σταθερό σηµείο Ε που 
λέγεται εστία της παραβολής. Τα σηµεία που ικανοποιούν την προηγούµενῃ Ιδιότητα ανήκουν σε 
µια καμπύλη που φαίνετα! στα επόµενα σχήματα. 


Εξίσωση παραβολής και γραφική παράσταση 


1. Με κορυφή ο(0,ϱ) εστία Ε[ξιο) , Και διευθετούσα δ: Χ--- 


Υ -2Ρρχ.Ρ«0 


2. Με κορυφή Ο(0,0), εστία Ε(οΣ], και διευθετούσα δ: Υυ- . ον 


Υ -2ρχ,.Ρ50 


π 


ντ 
να 
κ΄ -2ΡΥ.ΡΣ0 
χ’-2ΡΥ.Ρ«0 
Ἐξίσωση εφαπτοµένης γγ, ΞΡ(κ κι) Ἐξίσωση εφαπτοµένης χκ͵ ΞΡ(Υ γι) 
δι ν - 
διΧΞ ---- ΄ 
(δ:Χ 2 


ὸν. χ)-2Ρ.Ρ20 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
νε 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


Κωὠνικές τοµές 
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Γ. ΕΛΛΕΙΨΗ 

Έλλειψη µε εστίες τα σηµεία Ε΄ καὶ Ε είναι ο γεωµετρικός τόπος 6 των σημείων του επιπέδου των 
οποίων το άθροισµα των αποστάσεων από τα Ε΄ καὶ Ε είνα! σταθερό και µεγαλύτερο του Ε΄ Ε. Το 
σταθερό αυτό άθροισµα το συμβολίζουμε µε 2ᾳ, ενώ την εστιακή απόσταση Ε΄ Ε µε 2Υ. Δηλαδή Αν 


Μ σηµείο της έλλειψη: (ΜΕ)"Γ(ΜΕ)--2α 
Εξίσωση έλλειψης καὶ γραφική παράσταση 


Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστηµα συντεταγμένων ΟΧΥ µε 
άξονα χ΄Χτην ευθεία που διέρχεται από τα Ε και Ε΄ και άξονα Υ΄γ την 
µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι: 


κ. π. μ 2 ο ορ " 

αρ όπου β΄ -α΄ -γ΄ (σχήμα 2) 
Ο µικρός άξονας ΒΒ΄ της έλλειψης έχει µήκος 2β. Η εξίσωση της 
έλλειψης ως προς σύστηµα συντεταγμένων ΟΧΥ µε άξονα Υ΄γ την 
ευθεία που διέρχετα! από τα Ε και Ε΄ και άξονα χ΄χ την µεσοκάθετο 
του Ε΄Ε είναι: 


2 


2 
τα], όπου β΄ - α΄ --γ΄ (σχήµα 3) 
Εξίσωση εφαπτοµένης 
: ο 5. Ἅ (0-α). 
Έστω η έλλειψη { µε εξίσωση --σκ-σς-Ι, α»Σβ. Η εξίσωση της σχήμα 3 
α 

εφαπτοµένης της έλλειψης {’ στο σηµείο της Μ(Χ,,Υ|) είναι: 

ΧΧι νι 

κκ κα Ἡ] 

α- π 

Φ 5) 


ὡς 
αξ 


Έστω π έλλειψη {5 µε εξίσωση ο Ξ1, α»Σβ. Η εξίσωση της 


εφαπτοµένης της έλλειψης {’ στο σηµείο της Μ(Χ,,Υ|) είναι: 


ΧΧι  ΥΥι 

Ῥ 
Εκκεντρότητα έλλειψης 

Υ; 
ο. 


2 
Έστω ηΠ έλλειψη {5 µε εξίσωση -. β 5], Μία/ν,) 
5 


Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της έλλειψης { το λόγο της εστιακής 
απόστασης προς το µήκος του μεγάλου άξονα καὶ τη συµβολίζου- 


2 
µεμε; εΞ ας 
2α α 
Είναι 0«ε-«1 και αποδεικνύεται! ότι : ε πλ πε 
α 
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Δ. ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

Ορισµός: Ὑπερβολή µε εστίες τα σηµεία Ε΄ και Ε είναι ο γεωµετρικός τόπος των σημείων του 
επιπέδου των οποίων π απόλυτη τιµή της διαφοράς των αποστάσεων από τα Ε΄ και Ε είναι σταθερή 
καὶ μικρότερη του ΕΈ. Το απόλυτο της διαφοράς αυτής το συμβολίζουμε µε 2α και την εστιακή 


απόσταση µε 2Υ. Δηλαδή αν Μ το σηµείο της υπερβολής: (ΜΕ): (ΜΕ)|-- 2α 


Εξίσωση υπερβολής Καὶ γραφική παράσταση. 

Η εξίσωση της υπερβολής ως προς σύστηµα συντεταγμένων ΟΧΥ µε άξο- 
να χ΄Χτην ευθεία που διέρχεται από τα Ε καὶ Ε΄ και άξονα Υ΄γ την µεσο- 
κάθετο του ΕΕ΄ είναι: 


ρ) 2 
Χ - 
5 δι ορ -ᾱ- 
α΄ β 
Η εξίσωση της υπερβολής ὡς προς σύστημα συντεταγμένων ΟΧΥ µε άξο- 
να Υ΄γ την ευθεία που διέρχετα! από τα Ε και Ε΄ και άξονα χΧ’΄χ την µεσο- 


ασ 


9 
κάθετο του ΕΕ΄ είναι: στο τι οπου νί--ᾱ- 
α΄ β 


Εξίσωση εφαπτοµένης 


2 
Έστω π υπερβολή {6 µε εξίσωση τν. Ξ1. Η εξίσωση της εφαπτοµέ- 
α 


ΧΧ 
νης της υπερβολής { στο σηµείο της ΜίχΧ,,γι) είναι: οι ο ή 


2 δ 


« ] Ξ1. Η εξίσωση της εφαπτοµένης 


Έστω η υπερβολή {6 µε εξίσωση -σ- 
α 


9 


της υπερβολής { στο σηµείο της ΜίχΧ,,Υι) είναι: 


Υγι ἄχι | 
α- β' 
Ασύμπτωτες υπερβολής 


2) 2 
Η υπερβολή το Ξ1 έχει ασύµπτωτες τις ευθείες: 
α 
'-- και - 
α α 
Εκκεντρότητα υπερβολής 
χ- Υ 
Έστω π υπερβολή 6 µε εξίσωση πτπρη Ξ1 . Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της υπερβολής καὶ τη 
α 
συμβολίζουμε µε ετο λόγο ε- - --ᾱἩ-, Είναι εΣ1. Αποδεικνύεται ότι: Μ σε --Ι. 
α α α 


Κωὠνικές τοµές 


Μέρος Γ - Κεφάῆαιο 15 ----- 


Μιγαδικοί αριθμοί 


Έννοια μιγαδικού 


Ἡ αδυναμία επίλυσης της εξίσωσης χ2 «1-40. στο 
Κ µας οδήγησε στην επινόηση ενός νέου συνόλου, 
υπερσύνολο του Β, το σύνολο των μιγαδικών αριθ- 
µών { στο οποίο θεωρήθηκε Π ύπαρξῃ ενός νέου 
στοιχείου του { µε την ιδιότητα 12 Ξ --ἶ και το οποίο 
ονομάστηκε φανταστική µονάδα. Στο νέο σύνολο 6 
ΟΙ βασικές πράξεις της πρόσθεσης και του πολλα- 
πλασιασμού που γνωρίσαμε στο Ἡ διατηρούνται µε 
τους κανόνες λογισμού (π.χ. επιµεριστική, αντιµε- 
ταθετική Ιδιότητα) και επιπλέον κάθε στοιχείοτου 


γράφεται! κατά μοναδικό τρόπο στην µορφή : 
ΖΞα βΙ όπου α,β εξ (κανονική µορφή). 


Ο αριθµός α λέγεται πραγµατικό µέρος του µιγαδι- 
κού Ζ και συμβολίζεται Εε(Ζ)--α ενώ ο αριθµός 
β λέγεται φανταστικό µέρος του μιγαδικού 7 και 


συμβολίζεται Ππι(2)Ξβ δηλδή 


ΖΞ Κε(2):- Πππ(ζ)1, 


Το σύνολο Β (πραγματικοί αριθμοί) απαρτίζεται απο 
τους μιγαδικούς της µορφής Ζ-α--θί . Οἱ µιγα- 
δικοί της µορφής ΖΞ0-Εβἱ µε βεΚ αποτελούν 
το σύνολο | (φανταστικοί αριθμοί). Είναι φανερό ότι 
τα σύνολα Β,] είναι γνήσια υποσύνολα του συνόλου 
των μιγαδικών αριθμών 6. 


Συζυγής μιγαδικού - Πράξεις 


Έστω ο μιγαδικός ΖΞα--βΙ. Ονοµάζουµε συζυγή 
του Ζ και συµβολίζουµε µε Ζ το μιγαδικό αριθµό 
Ζζα-βι. 


Έστω δύο µιγαδικοί αριθμοί Ζ, -α «βίκαιζ, ΞΥ-δΙ. 


Ισχύει Π Ισοδυναµία: Ζ,-7, «αγ καιβςδ. 


Ειδικότερα Ισχύει. αΞβίΞθς«»αΞβΞ0 


1. Πρόσθεση: 

ΖιΥ7, Ξ(α-βί)4(Υ-δί)Ξ(α--γ)(β-:δ)ί 
2. Πολλαπλασιασμός: 

7,7, Ξ(α-ςβΙ)(Υ-ςδί) -- αγ” αδί-εβΥί βδ - 
Ξ αγ αδί βΥΙ--βὸ -- (αγ--βδ):(αδ ««βΥ)! 


3. Διαίρεση: Ἡ διαίρεση εκτελείται µε τη βοήθεια του 
συζυγούς του μιγαδικού του παρονομαστή. 


Έστω Ζ,-αγβί, 2)ΞΥδἱ:30. 


Τότε: 3. -- αμ ο ακ) ο. 


5, Υδί (Υ-δἱ)Υ--δί) 


αγ:βὸ βΥ-αδ. 
Υ2 5 }7 --δ2 


Ιδιότητες 
Όμοια όπως στο Ἡ ορίζουµε για τον μιγαδικό 
Ζ-α-βί: 


υ.. να αν Πεν 


1 
Πρι ΓΕΝ. 
Ζ. 
ἵπι Εν τος 


ΝΕΝ,ΥΣΙ 


Δύναμη του | 


Για τις δυνάµεις του { ειδικά ορίζουμε: 
Εσυ, παν ορ ασ) Ίσα, 
μμ --(-ἳ)-(-])-{. 


Πευκοτερα το ατο ι  ὅπου 
π το πηλίκο και υ το υπόλοιπο της Ευκλείδειας δια- 
ρεσης του ν µετον 4. 


Επειδή 00.1.2.3 έχουμε: 


αν 
αν 
αν 
αν 


--- µΙγαδικοί αριθμοί 


Ιδιότητες συζυγών 


]. Για τους συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς 
Ζξα-γβΙί και Ζ-α--βί ισχύουν: 


ἱ σα. β ἥ, Ζ47-2α-2Κε(7) 


Μι, σ--ᾱ--2βἱ -- 211πι(Ζ) 


Π. Έστω ο μιγαδικός αριθµός ΖΞα--βΙ . Τότε: 

Ι. Ο αριθµός 7 είναι πραγματικός, αν και µόνον αν, 
ο. 

Π, Ο αριθµός 7 είναι φανταστικός ,αν και µόνον αν, 


Ζ--ᾱΖ 


Π]. Για τους μιγαδικούς 7Ζ, 7, Ζ,, Ζ, Ισχύουν: 


2. και γενικότερα 


3. 


σι Ἅπσες Ἱροραρσε, Ξ. η πρ ζδη ρωσ" Ἡ ΝΕΝ 
ν Ἱ 2 ν 


ΠΠ, Ζι,:7,:-Ζι:7, και γενικότερα 


ομος ' ς 
ο σα Να κάθε νενΝ. 


- (2): ;για κάθε µῃ μηδενικό ακέραιο Κ. 


Μιγαδικό επίπεδο 
Έστω ο μιγαδικός Ζ--α-ΚβΙ. Στο μιγαδικό αριθµό 7 
μπορούμε να αντιστοιχίσουµετο σηµείο Μ (α,β) ενός 
καρτεσιανού επιπέδου. Αλλά και αντιστρόφως σε κάθε 
σημείο Μ(α.β) του καρτεσιανού επιπέδου μπορού- 
µε να αντιστοιχίσουµε το μιγαδικό αριθµό ΖΞα-βι. 
Τότε το σηµείο Μ λέγεται εικόνα του μιγαδικού 7 και 
συμβολίζτα! και µε Μ(2). Επίσης ηπ διανυσματική 


ακτίνα ΟΜ του σημείου Μ(α.β) λέγεται και δια- 


νυσµατική ακτίνα του μιγαδικού Και πολλά προβλή- 
µατα μιγαδικών τα αντιμετωπίζουμε στη συνέχεια ταυ- 
τίζοντας τον μιγαδικό µε τη διανυσματική του ακτίνα. 
Ένα επίπεδο του οποίου τα σηµεία θεωρούνται εικό- 
γες μιγαδικών αριθμών λέγεται μιγαδικό επίπεδο. 


231 --- 


Ο άξονας Χ'Χ λέγεται πραγματικός άξονας, αφού 
σ’αυτόν ανήκουν τα σηµεία Μα. 0) που είναι εικό- 
γες των πραγματικών αριθμών 7Ζ-α-θΐ-α, ενώ 
0 άξονας Υ'Υ λέγεται φανταστικός άξονας, αφού 
σ’'αυτόν ανήκουν τα σηµεία Μ(0,β) ’'Ππου είναι εικό- 
γες των φανταστικών αριθμών ΖΞ0-βΙΞΡβΙ. 


Στο µιγαδΙκό επίπεδο οἱ εικόνες των συζυγών µι- 
γαδικών αριθμών Ζ--α-Εβί και ΖΞα--βί είναι 
αντίστοιχα τα σηµεία Μ(α,β) και Λία,-β) που 


είναι σηµεία συμμετρικά ὡς προς τον άξονα Χ'χ. 


Στο μιγαδικό επίπεδο οἱ εἰκόνες των αντίθετων µιγα- 
δικών αριθμών Ζ-α βί και --ΖΞ--α--βι είναι 
αντίστοιχα τα σηµεία Μ(α.β) και Κ(--α,-β), που 
είναι συμμετρικά ως προς την αρχή Ο των αξόνων. 
Επίλυση της εξίσωσης αζξ -βζ ΕΥ Ξ 0 (1) 
στο σύνολο {, µε α, β, Υ πραγματικούς και α 
διάφορο του µεδενός. 

Η διακρίνουσα της (1) είναι ΔΞβ2 -4αγ. 

Αν Δ»50 π (1) έχει δύο ρίζες πραγματικές και 


-βΜΔ 


άνισες: 7,, τρις 
ἰ α 


Αν ΔΞ 0 π (1) έχει µία διπλή πραγματική ρίζα την: 


β 


ζΖ------- 
2α 
.Αν Δ«0θ π (1) έχει δύο ρίζες µιγαδικές συζυγείς: 


ῥ ἀ1ν--Δ 
ο 2α 
Ισχύουν οἱ τύποι του Υἱεῖα, δηλαδή 


Ζ 


β γ 
Ξ---- Και Ζι7,-- 
α 


α 


ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
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Λυμένα παραδείγματα 


Ασκήσεις που ζητείται να γραφεί στην κανονική 
µορφή δπλ. στη µορφή α-Κβί µε α.β εκ, ένας 
μιγαδικός αριθµός. Τότε εκτελούµε τις πράξεις 
όπως τις ορίσαµε στη θεωρία (δυνάµεις - ταυτό- 
τητες κ.λ.π). 


Να γράψετε στη µορφή αβί τον µι- 

γαδικό αριθµό: .-- νι θε 
ο οσα οτη 

Λύση 

Είναι 

ο ως (210) (2-9 

6ἱ2-ἶ 21) 6 (2-1)(2 1) 
ο [441 --1.-4--4ἷ-- 1] 
6 4 


Ξ αι. Ίο μήι 
6ὶ 5 6 5 
Σε ασκήσεις που ζητείται να δείξουµε ότι δύο µιγα- 


δικοί 7.7, είναι ίσοι ή ζητούνται οἱ συνθήκες ώστε 
να είναι ίσοι: 


Γράφουμε τους Ζ,.7Ζ, στην κανονική τους µορφή 
Ζι-α-βΙ, 7, ΞΥ-δί και διαπιστώνουμε ότι 
αΞγ και β--δ ή απαιούµε α-- Υ και β:-δ, 
όταν ζητούνται συνθήκες, ώστε να είνα! {σοι. 


1 Να βρεθούν οἱ πραγματικοί αριθμοί α, 
β ώστε οἱ µιγαδικοί 


7, Ξ (--2α--3β)-Ε(2α--β){ και 7, (3-1)! 
να εἶναι! ἰσοι. 
Λύση 


Είναι Ζ,Ξ(3--01--31--ἴ Ξ14-31, 


-2α3β51 βξι βΞι 
δι ἂν «5 «5 
2αβ-253 2αἱ 5-3 α-] 


Να προσδιορίσετε τον πραγµατικό 
αριθµό Χ ώστε ο αριθµός 


ΖΞ(1- 2συνχ) --ἱημ2χκ να είναι: 
α. φανταστικός, β. πραγματικός. 


Λύση 
α. 0 μιγαδικός 7 είναι φανταστικός αν και µόνον 
αν, Κε(7)--0 και Ιπ(ζ)-0. 


1 
Βε(ζ)-.0 91 2συνκ-.0 «ο συνχ 


1 π 
συνχ-----συν-- «5 
2 3 


καν” ή κσ2κα--τ,Κεζ 


Πα κα είναι ἡμ[ακκσ κο. 


β. Είναι ο μιγαδικός αριθµός Ζ πραγματικός, αν 
και µόνον αν, 
ἱπι(ζ)-0«»ημοχ-θ0«2χ-ἷπ. Κεζ» 


πω 
2 


Να βρεθούν οἱ πραγματικοί αριθμοί α, 
β, ώστε οι µιγαδικοί 7, Ξ-(α--β--3) «2ἱ 
και 7/5 (2α--1)Ε(α-ςβ)Ι να είναι ίσοι. 
Λύση 
Οἱ µιγαδικοί αριθμοί Ζ,, Ζ, εἶναι ίσοι, αν και 
µόνον αν, 
Κε(Ζ/)- Κε(2;) αἲβ-3-2α-ἱ 
καὶ «» καὶ «ὁ 
ἱπα(σι) 5- Ἱπι(ζ,) α.β-2 
β-αΞ-2 
και «αξθ,βΞ-2 
β-αΞ-2 


Ὑπολογισμός παραστάσεων µε δυνάμεις του { (ακέ- 
ραιος εκθέτῃς). 


Ἡ παράσταση 1” ισούται µε 1”,όπου υ είνα! το υπό- 


-- µΙγαδικοί αριθμοί 


λοϊιπο της διαίρεσης του ν µετον 4. 


Επομένως οἱ δυνατές τιµές της παράστασης 1” είναι 


κής, 


Να υπολογίσετε τις τιµές της παρά- 
στασης Α για τις διάφορες τιµές του 


ἐν ομδ 
θετικού ακεραίου ν µε Α- --τῃ 
1 
Λύσπ 
Είναι 
10 Ενα --15 ----] 50 μα. - -. -1 
λα, -- 19 1 πα] 9 1 
-ι-ι -2 -2(- 
-πα υῦΞθ Α : : .. 2ἱ 
1 1 -α 
-Πια υ 1 Αθσ-2 
-Πα υ-2 σαν ος εκ σὃ,, 
τα τι τη 
-Πια υ--3 σε σος ας  ἃ 
μα οἱ ον 


Σε ασκήσεις όπου ζητείτα! να δειχθεί ότι ένας µιγα- 
δικός 7 είναι πραγματικός ή φανταστικός ή ζπτού- 
ντα! οἱ συνθήκες ώστε ο αριθµός 7 να είναι πραγµα- 
τικός ή ζ φανταστικός: 

Γράφουμε τον Ζ στη µορφή ΖΞκ--γί και διαπι- 
στώνουµε ότι ΥΞ0 ή χ-0.,αντίστοιχα ή διαπι- 
στώνουµε ότι ζΞΖ ἡ απαιπούµε ζΞ7 όταν ζπ- 
τούντα!ι οἱ συνθήκες ώστε ΖεΕ ή απαιτούµε 
ΖΞ---Ζ, αν ζητείται ο Ζ να είναι φανταστικός. 


|. Να δείξετε ότι για κάθε Ζε(6 και 
νΕεΝ΄ ο (2) -εΖ' είναι πραγματικός. 

Π. Να βρεθούν οἱ α.β εξ ώστε ο αριθµός 
3 γαὶ 
β--8ἱ 


Λύση 


να είναι φανταστικός. 


ἱ. Έσω ω (2) «-Ζ", τότε 
ὤ- (2) κα" 2} 5)’ --ᾖ' 47) -α. 


Άρασεκ. 


255 ---- 


φαί (3-αἰ)(β:-31) 
β--3ἱ (Α--30)(β -- 31) 
(3β--3α)(9-ςαβ)ί 30-3α 9 αβ, 
β΄ κο β'ο ᾖβ) ο 


Π, Είναι 


Ο ω είνα! φανταστικός, αν και µόνον αν, 
3β--3α. 
β’ ιο 


0ς«5αΞβ. 


Λύση εξίσωσης της µορφής αΖζΞβ, αἱβεξκ ἡή 
α΄ «βΖΥΞ-0,µεαιβ.γΕεΚ καια-θ. 


Η εξίσωση ασ’ βΖ-ΕΥΞ0 λύνεται µε τη βοήθεια 


της διακρίνουσας όπως αναφέραμε στη θεωρία. 
Αν π εξίσωση δεν είνα! δευτεροβάθμια τότε θέτουµε 


ΖΞΧ- γἰ, εκτελούµε τις πράξεις και καταλήγουμε 


στη µορφή α--βίΞ0.. Στη συνέχεια λύνουμµετο σύ- 


αΞθ 
στηµα ἳ ορ) Τέλος Π εξίσωση αζΞβ µεαιβες 
µπορεί να λυθεί όπως ακριβώς και στο Κ. 


Όταν ζητείται να προσδιορισθεί μιγαδικός Ζ που 
ΙκανοποΙεί µια Ισότητα όπου υπάρχει ο Ζ και ο συζγής 


του, ή το μέτρο του Ζ, τότε θέτουµε ΖΞΧ-Ε γἰ στην 
δοσµένη σχέση και προσδιορίζουµε τους πραγματικούς 
αριθμούς χ και Υ. 
7 Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 
ἐν (21) (1--κ) --(4ἱ-- 3) (1 -- ἴκ) -- 1 1-Τί 
Π, 1) -3ψ3.2 9-0 


ἵν. β. 7 -3-4ϊ 


Π, 7) 7--2- 


Λύσπ 
ἱ. Ἡ εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 


ἐ--α.οἱ (1-5) --(41-- 445--3-3ἱσ)Ξ- 1411 
Φοἱ--7--2--2ἱή--4ἱ-- 47.3 -- 3ἱΣ -- ΙΕ Τἱ 


ο -3ἱ--24347{-1--21--4--3ἱ) --1--7ί 


«»7{-5--5ί) --Ι0ί «5 --5σ{1 -ςἴ) --1θί 
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1-2 (1-1) 
«σζ----------ἵ-«-ᾱὉ7-- -- 
-5(1--ί) 19 (1Η Ό(Ι --ἷ) 
-οἱφοῦ -- 
1Γ1 2 
Άρα ΖΞ -Ι-ι. 
Π, Είναι 


Δ-β' --4αγ-(-393) --4-9-21-36--9«0, 
οπότε οἱ ρίζες της εξίσωσης είναι: 
33 ΕΙΨΟ 3ψ 3ἱ εν. 
2 2 2 2 
Π. Θέτουμε ΖΞκΧ-ςγὶ, Χ.ΥΕΚ στην (1) και 
έχουμε: 


1.2 


(κι) -ε(κ--υί)]-2-05 


2 


χ΄--Υ΄ «κ--2(2χγ-γ)ί-θ«5 


χ΄ -Υ «χ-2-0 Χ΄ -Υ «χ-2-0 


«Ὁ 1και «Ὁ 1 και 


2ΧΥ-ΥΞ-0 Υ(2χ--1)Ξ0 
χ;-υ΄ «κ-2-0 (2) 

--- 
γΞοή2χ-1-0 (3) 


Άν ΥΞ0., τότε Π (2) γράφεται: 


χΧ «εχ-2-0Φκ-]ήκ--2, 
άρα οἱ λύσεις της (1) είναι οι αριθμοί 
ΖΞ1 01, 7--2-ς0ἱ 


.Αν χ σι. τότε η (2) γράφεται: 


ΥΕ 


1 5 

-2Ξ5095Υ--- 
2 ι 4 
που είναι αδύνατῃ. 


ἵν. Εδώ δεν θα χρπσιµοποιήσουμε τον τύπο της 
διακρίνουσας, γΙ’ αυτό θέτουµε ΖΞχ-ε Υἱ και 
έχουµε:(χ γι) -3ε4ΐ 
κ΄ --υ΄ «2χγί--3-4ΐ «5» 
κ΄ -υ -3 (1) 
μ Ξ4 (2) 
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Υψώνουμµε και τα δύο µέλη των (1) και (2) στο 
τετράγωνο και τις προσθέτουμε κατά µέλη: 
(κ’ -γ2) Φ4ΧΎΥ΄ -ογ]ό» 
(κ -εγ)) --2599 κ) γ΄ --δ (3) 
κ ηοη... 3 
Από τις (1) και (3), παίρνουμε: ο 
χ; ΣΥ; Ξ5 


µε πρόσθεση και αφαίρεση κατά µέλη των 
παραπάνω εξισώσεων προκύπτει το σύστημα: 


δέ τε . 

χ΄Ξ4 ΧΞ2ἠκχ--2 
και της .. αἱ ----ἶ 
νο ο 


καὶ επειδή 2ΧΥΞ4, οἱ Χ, Υ είναι οµόσημοι, άρα: 
(κΞ2καιγΞ!1) ή(κ--2 και ΥΞ-!) 
Επομένως οἱ ρίζες της εξίσωσης είναι: ζ--2- 


καιζς-λ2-ι. 


Σε ασκήσεις που ζητείται ο γεωμετρικός τόπος µι- 
γαδικού αριθμού Ζ που δίνεται παραμετρικά. 


Γράφουμε τον μιγαδικό Ζ στην κανονική του µορ- 
φή και κάνουµε απαλοιφή της παραμέτρου από τα 
Κε(ζ) και ΙπιΖ). 


Να βρείτε στο μιγαδικό επίπεδο το γε- 
ωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγα- 


δικών ΣΞ(1:4:51)λ2--3ἱ,.λΕΚ. 
Λύση 
Ο μιγαδικός Ζ γράφεται 
ΖΞλ5λ1-2--3ἱ-(λ-:2)-Ε(5λ--3)1. 
Αν ΖΞκ-εγί τότε χ-λ-2 και ΥΞ5λ-3. 
Προκύπτει λοιπόν λ--κ--2 καὶ 
Υξσ(κ-2)-3-5κ--13 
Δηλαδή ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του 7 
είναι Π ευθεία µε εξίσωση γΞ5χ--Ι3. 


--- µΙγαδικοί αριθμοί 


Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των 
εικόνων των μιγαδικών αριθμών 7 για 
τους οποίους ισχύει: 


α. Κε(σ)--2  β. Ιπι(7)-3 

Λύση 

α. Έστω ΖΞκχ-εγί ο μιγαδικός για τον οποίο 
Ισχύει Εο(7) ----2 τότε: 
Κεί(Ζ)---2 9 Κε(χγί)]Ξ-29κ--2. 
Άρα, ο γεωµετρικός τόπος της εἰκόνας του 7 
είναι Π κατακόρυφπ ευθεία ΧΞ--2. 

β. Έστω ΖΞκ-ςγὶ μιγαδικός τέτοιος ώστε 
Ἱπι(σ)--3,, τότε: 

Ιπι(2) 53 Ιπι(χΕΥΙ)]Ξ3«ΥΞ2. 

Άρα,ο γεωµετρικός τόπος της εικόνας του 
ΖΞκ- γὶ εἶναι π ευθεία µε εξίσωση Υ Ξ2. 


1]; Να βρείτε τους α Και β ώστε η εξίσωση: 
7) Γαζ--β-0 , µεακαιβ πραγματικούς 
να έχει ρίζα τον αριθµό 2--ἰ. 
Λύση 
Γνωρίζουμε ότι Π άλλη ρίζα της εξίσωσης θα είνα! 
π 23ἱ, αφού π δευτεροβάθµια έχει συζυγείς 
μιγαδικούς ως ρίζες. Επίσης, γνωρίζουμε ότι αν ῃ 
εξίσωση έχει ρίζες χι, Χ», τότε: 
Χι ΓΧ,- -α Και Χιχ, -β. 
Επομένως, (2-1) -Ε(2--Ί)-α και 
(2.1) .(2--1)-β 


από όπου παίρνουμε αΞ4 και β-- 5 και συνεπώς 


Π ζητούµενη εξίσωση είναι ῃ Ζ΄ --47.5--0. 


ἵ 1] Να παραστήσετε στο μιγαδικό επίπεδο 
Ι. τους μιγαδικούς: 7, --1--2ἱ, 1, -3 εἰ 
Π, τους μιγαδικούς ζ µε Κε(2)---2 
ΠΠ, τους μιγαδικούς ζ µε Ππι(2)-1 
ἵν. τους μιγαδικούς ζ µε -2« Κε(2)«2 
Λύση 
ἱ. Οι εικόνες των μιγαδικών Ζι και Ζ, φαίνονται 
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στο σχήµα |. 


9 


Π, ΟΙ µιγαδικοί µε Κε(Ζ)---2 είναι οἱ αριθμοί 
της µορφής --2-Εγἰ, µε ΥΕΕ.. Άρα, οι εικό- 


νες τους ανήκουν στην ευθεία κΞ---2. (σχ.ῖ) 


8) 


Π, ΟΙ µιγαδικοί µε Ιπι(Ζ)Ξ1 εἶναι της µορφής 


Χ-εἰ, ΧΕΚ ,άρα παριστάνονται µετα σηµεία 
(κ.1), όπου χεΚ.. Είναι δηλαδή τα σηµεία 


της ευθείας Υ Ξ | .(σχ.Ι) 


πΌ γ 


ἵν. -2«Κε(ζ)«29-2-«κς2. Επομένως, οἱ 
εικόνες των μιγαδικών βρίσκονται! στο επίπε- 
δο που οριοθετείται απο τις κατακόρυφες ευ- 
θείες χ-- -2και κ-2ή πάνω στις δύο ευ- 
θείες κ---2 και κ--2.(σχ.ῖν) 


1ν) 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ204. Να υπολογίσετε τον αριθµό: 


Γ194. 


Γ195, 


Γιος. 


Γ197. 


Γ198. 


Γι99, 


Γ200. 


Γ201. 


20» 


Γ203. 


Δίνεται ο μιγαδικός: 
ᾱΞ-4--2Υἰ--κ(ι -- 2) -- 6ἱ--(3 -- 41) --3γΙ 
α. Να γραφεί στη µορφή α--βί 
β. Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 

Ἱ. εείσ-θ, Ἡ. Ιπι(σ)-0, 

Πῇ, Εε(Ζ) -- Ιπι(2) 
Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της 
εικόνας του μιγαδικού 

οτε 2συνφ-Ε (2ημφ)ί .φεκ. 


Να προσδιοριστείο α εξ ώστε π εικόνα 


του μιγαδικού ΖΞ(α--2)-ε(α--!Ι)Ι να 
είναι σηµείο του κύκλου µε εξίσωση: 


Χ΄ ΕΥ -ο 
Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος της εικόνας 


του μιγαδικού ΖΞ-(α-- !) --(3α-- 2)1, όταν 
αςεκ. 


Να βρεθεί ο μιγαδικός Ζ-- χ-ε γἱ, γιατον 
οποίο ισχύει: α. 7 -2ἱ β. ζ --3--4ἱ 
Να λυθούν οἱ εξισώσεις: 

αν σ- β.ι σσ χ}. Ζ-ζ-! 
Να αποδείξετε ότι: 

{κ η. ο Ξ0,Χ,ΥΕεΕ 
Π, (β.--αἲ)”' εἰ(α-βί) -ὐ. 


Να λύσετε την εξίσωση: 7 --Ζ:2-0, 
σες 


Να λύσετε στο σύνολο 6 τις εξισώσεις: 

α. χ -4χ--ξ-40 καιβ. κ΄ -2χ--32-0 
Αν µια ρίζα της 32χ᾽ --βχ-.Υ--0, όπου 
β.Υγ ΕΚ εἶναι ο αριθµός 2 --3ἱ, να βρείτε 


τις τιµές των β και γ. 


μον Ιου ΡΟ. 


Γ205. Αν Ζ,,2, ρίζες της εξίσωσης Ζ7-27:4-0, 


, . Ζ Ζ δ 
να δείξετε ότι ο αριθµός νν -------- εἰἷ- 
2 Ζι 


ναι πραγματικός. 


Γ206. Έσω σες;. 


ἱ. Να τοποθετήσετε στο μιγαδικό επίπε- 
δο τις εικόνες των 7, ἰ, ἴ7. 

Π. Να βρείτε την εξίσωση της καμπύλης 
στην οποία πρέπει να βρίσκετα! Π εικό - 
να του Ζ ώστε οἱ εἰκόνες των 7, |, ἰΖ να 
βρίσκονται στην {δια ευθεία. 


Γ207. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων 


των μιγαδικών Ζ για τους οποίους Ισχύει 


κε[κ--ἕ]--αῦ. 


Γ208. Να λυθούν στο 6, οἱ εξισώσεις: 


Γ209. 


Γριῦ.. 


Γ211. 


. οἱζσ--Ζζ- --Τ {4 

Π, σ2ἱ7--5-ε(3-7)ϊ 

Π, Ζ-5δ.77---77-2ἱ1.7 

Αν σι-λ-ί και 7,Ξ-2-(1--λ)ί να 
βρείτε τον λεξ ὡώστε η εἰκόνα του 
μιγαδικού ΖΞ:71-:227, να ανήκει στην 


ευθεία µε εξίσωση ΥΞκ-1Ι0. 


Εστω: 

-οἳ (κ) «1 (Υ1--2)13 θχί --2Υ 4 
όπου Χ.Υ ΕΚ. . Να βρείτετους χ, Υ αν: 
Ι, κείσ)-0 Π. Ιπι(κ)-0 ΠΠ. ζ-0 
Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των 
εικόνων του μιγαδικού Ζ--χ-Εγί στο 
μιγαδικό επίπεδο αν ο αριθµός: 
ὑΞ(1--ΙΖ)(1--Ζ) είναι πραγματικός. 


---- µΙιγαδικοί αριθμοί 


Μέτρο μιγαδικού 
Έστω ο μιγαδικός αριθµός ΖΞκ-εγὶ και Μ(Ζ) η 
εικόνα του στο μιγαδικό επίπεδο. Ονοµάζουµε µέ- 
τρο του μιγαδικού Ζ την απόσταση της εικόνας Μ 


του Ζ από την αρχή Ο(0,0) των αξόνων και το συµ- 


βολίζουµε µε; |Ζ]-(οΜ) - ο μ... 


γ 


Ιδιότητες του μέτρου μιγαδικού 


ο Έστω ΖΞκ-γἰ τότε 


η «ΙΙ ΣΙ. 1Ξ ο 


ο Για κάθε μιγαδικό ΖΞκχ-γἱ Ισχύει 


μ]-]ῇ Ξ7.7ΞΧ2 72 


ον 7Ζι.72 µιγαδικοί αριθμοί τότε: 
[σι «22] Ξ [σι] [2ο] καὶ γενικότερα 

[σι το τν |. |σι]-]7ο]-.ἰσν 
και [εν] ο . νεΝ’” 


οΑν Ζ].7Ζ2 µιγαδικοί αριθμοί µε Ζ2 30. τότε 


οΑν Ζι.22 ΕεΟ τότε 
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[Σι]. Ξ [σι Ἓ22] Ξ [Σι] ε[22] (τριγωνική ανι- 
σότητα) 


ο [ια τις εικόνες των μιγαδικών 7.72, Ισχύει α- 


κόµα ΟΜ--ΟΝ- ΝΜ ἡ ΙΜΝΙ--|σι --22], δ- 


λαδή το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών αριθ- 
µών είνα! ίσο µε τήν απόσταση των εἰκόνων τους. 


ο Έστω ο μιγαδικός Ζ,Ξ- κι Υά και ένας θετικός 
πραγματικός ϱ. Η εξίσωση [-- 70| Ξρ παριστάνει 
τον Κύκλο µε Κέντρο την εικόνα Κ(κρινρ) του 
Ζρ και ακτίνα ρ. 

ο Έστω οἱ µιγαδικοί Ζι.22. Η εξίσωση 


--τι] ΞΕ [κ--22] είνα! Π εξίσωση της µεσοκαθέτου 
του ευθύγραµµου τµήµατος µε άκρα τις εἰκόνες 


ΑΣ) και Β{Ζ2) των 7, και Ζ, αντίστοιχα. 


Κατά την επέκτασπ του συνόλου Ἡ στο σύνολο 6 οι πράξεις κα! οἱ Ιδιότητές τους που ισχύουν στο 
Κ μεταφέρονται και στο σύνολο {, εκτός από τη διάταξη. 

Το σύνολο { δεν είναι διατεταγμένο, δηλαδή δεν μπορούμε να διακρίνουμε αν ένας μιγαδικός 
είνα! μεγαλύτερος ή μικρότερος από κάποιον άλλο. 
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Λυμένα παραδείγματα 


Ἱ ὸ Να βρεθούν τα µέτρα των μιγαδικών 


αριθμών: ; 
- 14193 . 
Π. ο... ; ΥΕΝ. 


4--3ἱ 
Σι - τ 
4--3ἱ 2 
Λύση 
ο 4ο 


(4 --31) {4 --3ἱ) 
- - 
α ο 


(4-31) (4-31) 


16-9241 7 24 


25 πι πο. 
οπότε |ε]- μ τς 
25 
ων, - ΥΣ} μμ νο ο - 
2 2 2 4 4 


2 Να λυθεί στο σύνολο 6 η εξίσωση 
[’ --2Ι2--2α{1::1)--6, όπου α20 . 


Λύση 
Έστω σ-κ-εγί , Χ.ιΥεΚ. Είναι 


ορ τν ο ᾱ- 
(κ) «γ΄ -2Υ «2α)-2(α--χ)ἰ- 0-.0ἱ «5 


ο Υ242γ2αα2-0 


2(α-κ)Ξ0 χ-α 


Επειδή ΥεΚκ πρέπει 


Δοθ-Ι-Μ2«ας-]-φ2 
και επειδή α240 είναι θ-«ας-Ι 92. 


Έτσι γιο ---ν-αὖ --2α-51 . Άρα οι λύσεις τις 


εξίσωσης είναι: 
:-αή 11: ν--α- 2αςΠ! και 


7, πα[-Ἱ- -ᾱ- -2ας 


µετην προὐπόθεση θ«ας 14492. 


ο) Αν 1,1, ΕΟ και [2,2,]--[ᾷ,--χ,] να 
δείξετε ότι ο αριθµός 7, -7, εἶναι φα- 
νταστικός . 

Λύσπ 
Επειδή |2, --Ζ,]--[Ζι --Ζ.| έχουµε: 


27/7, 5 -27/7, «277, -- --Ζι7, 


που σηµαίνει ότι Ζ2, ΕΙ. 


Να δώσετε γεωμετρική ερμηνεία στις 
επόµενες Ισότητες και ανισότητες: 


ἐ [σ]--4 Πιν [5 δ8ί1-4|-- 4 


Π, 2«|σ-1.1 «3 ΑΝ. [1-21 -[--δὴ 


Λύση 

Ι.. Έστω ΖΞ χ-Ε γί και επειδή [Ζ] -- 4 έχουµε: 
κ-γ[-4 Χ; εν; Ξ4 9λχ) «γ΄ - 43 ; 
Άρα το σηµείο Μ(Ζ) ανήκει στον κύκλο 


χ2ΕΥ2 ΞΙ6. 


, Είναι [47 δί4[-4σ]σ-(-ἰ-21)]-ι. 


Άρα παριστάνει κύκλο µε Π. γ 
1 
κέντρο Κ(-Ι,-2) 


και ακτίνα ρΞΙ. 


---- μιγαδικοί αριθμοί 


Π, Έχουμε |σ-(1-21)92. (4) 
και [--(1--21) «3 (2) 


Η ανίσωση (1) παριστάνει τα σηµεία του επιπέ- 
δου που βρίσκονται έξω από τον κύκλο µε κέ- 
ντρο Κ(1,-2) και ακτίνα 2. Η ανίσωση (2) παρι- 
στάνει τα σηµεία του επιπέδου που βρίσκονται 
στο εσωτερικό του κύκλου 
µε κέντρο Κί1,-2) και ακτί- 
να 3. Άρα η δοθείσα ανίσω- 
ση παριστάνει τα σηµεία του 
επιπέδου που βρίσκοντα! στο 
εσωτερικό του δακτυλίου που 
ορίζουν αυτοί οἱ οµόκεντρο! 
Κύκλοι. 
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ἵν. Γνωρίζουμε ότι η δοθείσα εξίσωση παριστά- 
Νει τη µεσοκάθετο του τμήματος µε άκρα τα 
σηµεία Α(2,0) και Β(0,3). 


Θέτουµε Ζ-- κ-ε γἱ ,οπότε: 
[κ-2τ[--δὴ εν|κ-2 εί] ξ[κ-(Υ--3)ὴ 
[(.--2) εν Ξ]κ(Υ--3)ή «5» 


(κ--2)) -εγ κ «(γ--3} ο» --ᾱκ«6Υ--5 


Α(26) Χ 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Γ212. Αν |Ζι]--1 και 7, --ᾱ-- 6ἱ τότε Π µεγα- 


λύτερη τιµή του [7, --Ζ,| είναι: 
ΑΙ ΕΡΤ δὸδ Ημ ΕΠΙ 
Γ213. Αν [Ζ|--1 και |--7,|--3 τότε η ελάχιστη 
τιµή του. [2, --Ζ.| είναι: 
Αα (δι δι σοι ο δ το ἅ 
Γ214. Ο γεωµετρικός τόπος των εἰκόνων του 
μιγαδικού αριθμού Ζ στο μιγαδικό επί- 
Πεδο για τον οποίο ισχύει |ζ--1| --Ι7--2ἱ 
είναι 
Α. ο άξονας Υ΄γ 
Γ. ο άξονας χ΄χ 
Δ. η µεσοκάθετος του ευθύγραµµου 
τμήματος µε άκρα τα σηµεία (1.0) και 
(0,2) 
Ε. η µεσοκάθετος του ευθύγραµµου τµή- 
µατος µε άκρα τα σηµεία (0,--2) και (1,0). 
Γ215. Στο μιγαδικό επίπεδο ο κύκλος µε κέντρο το 
σηµείο Ι(1,2) και ακτίνα 5 είναι ογεωµετρι- 
κός τόπος των εικόνων του μιγαδικού 7 για 
τον οποίο ισχύει: 
Α. |σ--(1--2ἱ)|-5 Β. |σ-(134:21)|--5 
Γ,. |Σ--(2-1)--25 Δ. |σ- (2.1) --4 
Ε. |7 (2-1) --5 


Β. π ευθεία Υ Ξ χ 


Γ216. Να λυθεί στο ϐ η εξίσωση; ζ᾽ --2/7|--Ι--0 
: ρ 1 
Γ217. Έστω μιγαδικός Ζ µε ντε και ο 
Ζ 
μιγαδικός νν --Ζ᾽. 
Να δείξετε ότι Κεν) --- 
Γ218. ἱ. Έστω Ζι971.7. ΕΟ µε [σι] ο] στο) Ξ1. 
Να δείξετε ότι : 
[πι Ἔσο σε] στ [ασ] ανα, Ἔσνσι 
Π, Έστω 7Ζι,2.,2,. εΟ µε ι 7, 7,-0 καὶ 
2η 72 7: Ξ0. 
Να δείξετε ότι [ζι5-[21]Ξ-|7:] 
Γ219. θεωρούμε τους μιγαδικούς ζ--λ-Ε(1--λ)! 
µελεξ και λ-Ι. Να αποδείξετε ότι Π 


α . ΖΕΙ . 
εικόνατου μιγαδικού νν - ται ανήκει σε 
σ-- 


ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 
Γ220. Αν για το μιγαδικό Ζ ισχύουν: |7--1| --10 


καὶ 


ο καὶ για το μιγαδικό νν 
Ισχύει: Άνζ--6Ξ67--ν, να βρείτε: 
Ι, το µέτρο του 
Π. Αν για το μιγαδικό Κ ισχύει: 
3]{- 3 
2κΚ--|κ---|- όν ί 
( ] η να βρεθεί ο 
γεωμετρικός τόπος των εικόνων του. 
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ΤΟ ΟΡΟΣΗΜΟ ΠΟΥ ΕΜΠΙΣΤΕΥΕΣΤΕ 41 ΧΡΟΝΙΑ 


Ο Φροντιστηριακός Οργανισμός ΟΡΟΣΗΜΟ ΠΑΤΡΙΚΟ -)ΠΟΑΛΥΤΕΧΝΕΙΑΚΟ 
-ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ -ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΟ) είναι από τους παλαιότερους και πλέον 
πρωτοποριακούς και επιτυχημένους οργανισμούς στον χώρο της δευτεροβάθμιας 
εκπαίδευσης. Στόχος του είναι να προβάλλει πάντοτε τη συνεργασία και την 
ουσιαστική επικοινωνία ανάµεσα στο μαθητή, το γονιό και τον εκπαιδευτικό. 
Συνδυάζοντας 41 συναπτά έτη διδακτικής και συγγραφικής εμπειρίας και προσφοράς 
στην Παιδεία µε εκσυγχρονισµένες και αποτελεσματικές μεθόδους διδασκαλίας, 
αγκαλιάζει τις ανάγκες του σύγχρονου µαθητή και του δίνει το «προβάδισμα» για την 
επιτυχία στην πρώτη του επιλογή. Αυτό αποδεικνύουν οι περισσότεροι από 29.000 
επιτυγχόντες στα Α.Ε.Ι. της επιλογής τους. 


ΤΟ ΝΕΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 


Το νέο εξεταστικό σύστηµα που θα ισχύσει για το σχολικό έτος 2015-2016 μειώνει 
τον αριθµό των µαθηµάτων αλλά αυξάνει σηµαντικά τη διδακτέα ύλη και εξειδικεύει 
τα θέµατα των Πανελληνίων, µε αποτέλεσµα να πολλαπλασιάζει το βαθµό δυσκολίας 
για την επιτυχία σε σχολές που απαιτούν τη συγκέντρὠση εξαιρετικά υψηλής 
βαθμολογίας (Ἰατρική, Πολυτεχνείο, Νομική). Το ΟΡΟΣΗΜΟ µε ένα, στρατηγικά, 
σχεδιασμένο πρόγραµµα διδασκαλίας και καινοτόμες εκδόσεις, ανταποκρίνεται για 
ακόµη µια φορά µε συνέπεια στις ανάγκες που επιτάσσει το σημερινό τοπίο στην 
Παιδεία. Για τον υποψήφιο που θα παρακολουθήσει τα ειδικά τμήματα των 
Φροντιστηρίων ΟΡΟΣΗΜΟ δεν υπάρχουν «εύκολες» και «δύσκολες» σχολές αλλά 
µόνο σχολές που τον ενδιαφέρουν να πετύχει. 


ΤΟ ΚΟΙΝΩΝΙΚΟ ΜΑΣ ΠΡΟΣΩΠΟ 
Στην ιδιαίτερα δύσκολη συγκυρία που βιώνουμε, τα όνειρα και τα σχέδια της νέας 
γενιάς για ένα καλύτερο µέλλον πλήττονται από τη σκληρή πραγματικότητα της 
οικονοµικής κρίσης. Το ΟΡΟΣΗΜΟ. µε αίσθηµα ευθύνης απέναντι στην ελληνική 
οικογένεια, έχει προβεί σε σημαντικές μειώσεις διδάκτρων από την αρχή της κρίσης. 
Ειδικότερα: 
.. επιδοτεί προγράµµατα για ευάλωτες κατηγορίες οικογενειών (ανέργους, 
χαμηλού οικογενειακού εισοδήµατος, πολύτεκνους) 
.. ανακοινώνει ανά τακτά διαστήματα την παροχή υποτροφιών σε αριστούχους 
µαθητές, 
.. επιχειρεί τη μεγαλύτερη δυνατή απορρόφηση του Φ.Π.Α. προκειµένου να 
ελαχιστοποιηθεί η επιβάρυνση στις οικογένειες των μαθητών µας. 
. παρέχει δωρεάν εκπαιδευτικό υλικό σε µαθητές, 
.. διεξάγει χωρίς επιβάρυνση ἴίεςί επαγγελματικού προσανατολισμού σε όσους 
µαθητές το επιθυμούν. 
Επειδή ο στόχος µας παραμένει πάντα να δώσουμε στους µαθητές µας την πρόσβαση 
στην εκπαίδευση που τους αξίζει... “Επειδή ή γνώση είναι δύναμή και όχι προνόμιο 
των λίγων αλλά δικαίωµα των πολλών...” 


ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΟΣ ΟΡΓΑΝΙΣΜΟΣ 


ΟΡΟΣΗΜΟ 


ΙΑΤΡΙΚΟ - ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΟ- ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ 


Για Περισσότερες πληροφορίες επισκεφθείτετην ιστοσελίδα µας: 
Πρ: //Νννννν. [γοηϊἰςτ]γία. θα. 


Κεντρικό Αθήνας 


Αθήνα, Εμμ. Μπενάκη δι Μαυροκορδάτου 6,τ.κ. 10678, 
οΓοςἰπιο.αἴΠίηα(ῶρηιαί].οΟοΙΠ] 


210 3δ.0δ.357, 210 38.24.929 


Επίσης Επισκεφθείτε τη σελίδα µας στο Ε8εΘΡΟΟΚ 


Και το κανάλι µας στο Υοιμῖωρα 


γοι(ᾖῃ 


